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Propiedades de bolas en un espacio métrico (repaso)

Sea (X, d) un espacio métrico.
B(a,r) ={x e X: d(x,a) <r} (ae X, r>0).

= Sobre bolas concéntricas:
siac X, 0<r <n,entonces B(a,r1) C B(a, rn).

» Sobre una bola contenida en otra:

sial,a € X, n,rn >0 d(a,a)+ rn < r, entonces B(a1, r1) C B(az, r2).

= Sobre bolas disjuntas:
sia,a€X,n,n>0,n+nrn<da,a), entonces B(ar,rn) N B(az, rn) = 0.



La suma de dos conjuntos en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.



La suma de dos conjuntos en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.

X+Y = {VGV: dxeX dyey v:x—i—y}.



La suma de dos conjuntos en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.

X+Y = {VGV: dxeX dyey v:x—i—y}.

Esta definicién se puede escribir también en forma abreviada:

X+Y={x+y: xeX, yeY}



La suma de dos conjuntos en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.
X+Y = {ve V: dxeX dyeyY v:x—i—y}.
Esta definicién se puede escribir también en forma abreviada:

X+Y={x+y: xeX, yeY}

En las demostraciones hay que usar la definicién verdadera (con los cuantificadores 3).



La suma de un vector y un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean ue V, Y C V.

u+Y = {u}+Y..



La suma de un vector y un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean ue V, Y C V.

u+Y = {u}+Y..

Obviamente,
U—I-Y:{VEVZ dyey v:u—l—y}.



La suma de un vector y un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean ue V, Y C V.
u+Y = {u}+Y..

Obviamente,

u+Y:{v€ V: dyeyY v:u+y}.

Ejercicio. Demostrar que

u—i—Y:{VEV: v—ueY}.



La suma de un vector y un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean ue V, Y C V.
u+Y = {u}+Y..

Obviamente,
u+Y:{v€V: dyey v:u+y}.

Ejercicio. Demostrar que

u—i—Y:{vE V: v—ueY}.

La dltima féormula no tiene el cuantificador 3, por eso es mas cdémoda en varias situaciones.



El producto de un escalar por un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean A€ C, Y C V.

AY = {vev: ey V:/\y}.



El producto de un escalar por un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean A€ C, Y C V.

AY = {vev: ey V:/\y}.

Ejercicio. Sea A € C\ {0}. Demostrar que

)\Y_{ve V: %ve Y}.



El producto de un escalar por un conjunto en un espacio vectorial (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejoy sean A€ C, Y C V.
AY = {ve V: Jyey V:/\y}.

Ejercicio. Sea A € C\ {0}. Demostrar que

)\Y_{ve V: 1ve Y}.
A
Ejercicio. Sea Y C V, Y # (). Demostrar que

0Y = {0y}.



La diferencia aritmética de dos conjuntos

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.

X-Y = {VGV: dxeX dyey v:x—y}.



La diferencia aritmética de dos conjuntos

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.

X-Y = {VGV: dxeX dyey v:x—y}.

Observacion. En la teoria de conjuntos siempre usamos la notacién X\ Y.



La diferencia aritmética de dos conjuntos

Sea V un espacio vectorial complejo y sean X, Y C V.
X-Y = {VG V: dxeX dyeyY v:x—y}.

Observacion. En la teoria de conjuntos siempre usamos la notacién X\ Y.

Ejercicio. Demostrar que

X—Y=X+(-1)Y.



Propiedades de bolas en un espacio normado

Sea (V.|| - ||) un espacio normado complejo. Entonces

B(a,r)={veV: |v—a|<r}.



Propiedades de bolas en un espacio normado

Sea (V,|| - ||) un espacio normado complejo. Entonces
B(a,r)={veV: |v-a|<r}.

Ejercicio. Sea (V.|| - ||) un espacio normado complejo.
Demostrar las siguientes propiedades:

B(a,r) =a+ B(0y,r), B(Oy,r) =rB(0y,1), B(a,r) =a+ rB(0y,1).



Propiedades de bolas en un espacio normado

Sea (V,|| - ||) un espacio normado complejo. Entonces
B(a,r)={veV: |v-a|<r}.

Ejercicio. Sea (V.|| - ||) un espacio normado complejo.
Demostrar las siguientes propiedades:

B(a,r) = a+ B(0y,r), B0y, r) =rB(0y,1), B(a,r) =a+ rB(0y,1).
Se recomienda usar las férmulas

1
a+Y ={veV: v—-aeY}, rY:{VGV: VGY}.

r



La bola en un espacio normado
contiene ciertos segmentos de los rayos que inician en el centro

Proposicion
Sea V un espacio normado complejo
yseanae V,r>0 pe V\{0y}, t>0.

Entonces

a+tpe B(ar) = t <

at+p



La bola en un espacio normado

contiene ciertos segmentos de los rayos que inician en el centro
Sea V un espacio normado complejo

+p
yseanae V,r>0 pe V\{0y}, t>0. s
Entonces
a+tpe B(ar) = t < /

Demostracion: |(a+tp) —a| <r
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La bola en un espacio normado

contiene ciertos segmentos de los rayos que inician en el centro
Sea V un espacio normado complejo

+p
yseanae V,r>0 pe V\{0y}, t>0. s
Entonces
a+tpe B(ar) = t < /

Demostracion: |(a+tp) —a||l<r <= t|p|<r

Proposicion




La bola en un espacio normado

contiene ciertos segmentos de los rayos que inician en el centro
Sea V un espacio normado complejo

+p
yseanae V,r>0 pe V\{0y}, t>0. s
Entonces
a+tpe B(ar) = t < /

Demostracion: |(a+tp) —a|| <r <<= t|pll<r <<=

Proposicion




La bola en un espacio normado
contiene ciertos segmentos de los rayos que inician en el centro

Proposicion
Sea V un espacio normado complejo
yseanae V,r>0 pe V\{0y}, t>0. s
Entonces
a+tpe B(ar) — t<“—;H. \ /

- r
Demostracion: |[[(a+tp) —a||<r <= tlp]|<r <<= t< ol
p




La suma de dos bolas en un espacio normado

Proposicién

Sean ry, rp > 0. Entonces

B0y, n)+ B(0y,r) = B(Oy,rn + ).




La suma de dos bolas en un espacio normado

Proposicién

Sean ri, rn» > 0. Entonces

B(O\/, I’1) i B(O\/, r2) = B(O\/, n —+ r2).

Demostracion. La contencién C sale de la propiedad subaditiva de la norma.



La suma de dos bolas en un espacio normado

Proposicién

Sean ri, rn» > 0. Entonces

B(O\/, I’1) i B(O\/, FQ) = B(O\/7 n —+ r2).

Demostracion. La contencién C sale de la propiedad subaditiva de la norma.

Mostremos la contencién D.



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
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Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x, y en forma
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Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
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Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.
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v=x+y, xl<n, lyl<r
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Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
Tenemos que construir x, y tales que
v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.
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ALV + Aov



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
Tenemos que construir x, y tales que
v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

AV + Aov =



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
Tenemos que construir x, y tales que
v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

AV + v =uv,



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.
Tenemos que construir x, y tales que
v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

AV + Av = v, I A1v|



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

AV + Xov = v, [Arv] <



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

A1V+ )\ZV =V, ||)\1V” <n,



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

Avtdev=v, [Av|<n, [y



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

Avtdev=v,  [Av]<n,  [Aev] <



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,rn + r), inicio de demostracién

Sea v € B(0y,n + r). Entonces ||v|| < r + r.

Tenemos que construir x, y tales que

v=x+y, xl<n, lyl<r

Buscamos x,y en forma x = A1v, y = Xv, con A1 >0, A > 0.

Entonces A1 y A\ > 0 tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

ALV + AoV = v, IAv| < r, | Aav| < ra.



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

AV + AoV = v, H)‘lvH <n, HA2VH < rn.



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

A1+ A2



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

A1+ A2 =



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

A1+ X =1,



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

A1+ =1, A vl



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

AMt+A=1 [A]v] <



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

A1+ X =1, |)\1|||V|| <n,



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

Mtr=1 [ullvl<n, o [elllvll



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

Mtd=1 |Allvli<n, o Pellvl <



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:

Mtr=1 [ullvl<n, o [lllvl <k



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Av+dv=v, A <n, v <r

En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:
AMt+r=1 [Allvi<n, [eflvl <r

Recordemos que ||v|| < r + 1.



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Avtdev=v,  [Av|<n,  [Aev] <r.
En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:
AMt+r=1 [Allvi<n, [eflvl <r

Recordemos que ||v|| < r + 1.

Es facil adivinar una solucién:



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Avtdev=v,  [Av|<n,  [Aev] <r.
En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:
AMt+r=1 [Allvi<n, [eflvl <r

Recordemos que ||v|| < r + 1.

Es facil adivinar una solucién:

A1 Ao =



B0y, n)+ B0y, rn) 2 B(0y,n + r), final de demostracién

Avtdev=v,  [Av|<n,  [Aev] <r.
En otras palabras, buscamos A; > 0y A» > 0 con las siguientes propiedades:
AMt+r=1 [Allvi<n, [eflvl <r

Recordemos que ||v|| < r + 1.

Es facil adivinar una solucién:

n rn
AL = W .
n—+nr n—+nr




La suma de dos bolas en un espacio normado

Ejercicio. Sean a;,a» € V, ri, » > 0. Demostrar que

B(al, r1) + B(az, r2) = B(al +ax,n+ I’2).



El producto de un escalar por una bola en un espacio normado

Ejercicio. Sean a€ V, r >0, A € C\ {0}. Mostrar que

AB(a,r)
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El producto de un escalar por una bola en un espacio normado
Ejercicio. Sean a€ V, r >0, A € C\ {0}. Mostrar que

AB(a,r) = B(\a,|Alr).

Ejercicio. Sean a € V, r > 0. Mostrar que

0B(a,r) =



El producto de un escalar por una bola en un espacio normado
Ejercicio. Sean a€ V, r >0, A € C\ {0}. Mostrar que

AB(a,r) = B(\a,|Alr).

Ejercicio. Sean a € V, r > 0. Mostrar que

0B(a,r) ={0y}.



La diferencia de bolas en un espacio normado

Ejercicio. Encontrar

B(al,rl)f B(ag,rg), B(O\/,rl)* B(O\/,I’l).



Las bolas cubren el espacio normado

Ejercicio. Sea V un espacio normado complejo. Mostrar que

fj B(Ov,k) = [ B(Ov,r) = V.
k=1

r>0



El interior de subespacios de un espacio normado

Ejercicio. Sea V' un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
Supongamos que int(W) # (). Demostrar que W = V.



El interior de subespacios de un espacio normado

Ejercicio. Sea V' un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
Supongamos que int(W) # (). Demostrar que W = V.

Sugerencia: primero demostrar que existe r > 0 tal que B(0y,r) C W.



El interior de subespacios de un espacio normado

Ejercicio. Sea V' un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
Supongamos que int(W) # (). Demostrar que W = V.

Sugerencia: primero demostrar que existe r > 0 tal que B(0y,r) C W.

Ejercicio. Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
Supongamos que W # V. Demostrar que int(W) = 0.



Convexidad de bolas en espacios normados

Proposicién

Sean a € V, r > 0. Entonces B(a, r) es convexa.




Convexidad de bolas en espacios normados

Proposicién

Sean a € V, r > 0. Entonces B(a, r) es convexa.

Sean u,v € B(a,r), A € [0,1],
L — Nu+ Av
w = (1—A)u-+ Av.

Mostremos que

[lw—a|l < r.



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién

Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1—-Nu+Av.
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Si A =0, entonces w = u € B(a,r).

Si A =1, entonces w = v € B(a,r).



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€[0,1], w:=(1— X)u+ Av. Mostremos que w € B(a, r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
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lw — all



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€[0,1], w:=(1— X)u+ Av. Mostremos que w € B(a, r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

lw —al| =



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€[0,1], w:=(1— X)u+ Av. Mostremos que w € B(a, r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

Iw = all = (1 = \)u+ Av — (1 - A)a— A



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€[0,1], w:=(1— X)u+ Av. Mostremos que w € B(a, r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

lw = all = (1 = \)u+ Av — (1 = A)a— Aal =



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

lw —al| =

I =XNu+Av—(1—-XNa—2Aa|| =||[(1L-X)(u—a)+ A(v—a)

IA



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

lw = all = (1 = N+ Av — (L = )a = Aafl = | (1 = \)(u— 2) + A(v - 3)|
<@ = N - )]l + [A(v - 3]



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

lw = all = (1 = N+ Av — (L = )a = Aafl = | (1 = \)(u— 2) + A(v - 3)|
<@ = N - 3l + [A(v - 3)] =



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =M)(u=a) +[IAv=a)ll = @ =) [Ju—all+ A _|v—al

>0 >0



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =M)(u=a) +[IAv=a)ll = @ =) [Ju—all+ A _|v—al

>0 >0



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =N =a)+[Av-a)ll= L= flu-al+ A lv-al
~—— ~—~
>0 >0
<(T=MN)r+Ar



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =M)(u=a) +[IAv=a)ll = @ =) [Ju—all+ A _|v—al
—_——— —~—~
>0 >0
<(1=XNr+Ar=



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =M)(u=a) +[IAv=a)ll = @ =) [Ju—all+ A _|v—al
——
>0 >0
<(A=Nr+Ar=r.



Convexidad de bolas en espacios normados, demostracién
Sean u,v € B(a,r), A€ [0,1], w:=(1— \)u+ Av. Mostremos que w € B(a,r).
Si A =0, entonces w = u € B(a,r).
Si A =1, entonces w = v € B(a,r).

Supongamos que 0 < A < 1. Entonces

w—al = [|(1 = A)u+Av = (1 =A)a—Aal = [|(1 = A)(v—a) + A(v - a)|

<@ =M)(u=a) +[IAv=a)ll = @ =) [Ju—all+ A _|v—al
——
>0 >0
<(A=Nr+Ar=r.

Hemos mostrado que w € B(a, r).



Propiedades de bolas en un espacio normado

Ejercicio. Sea (V|| - ||) un espacio normado, V # {0y }.
Demostrar las siguientes propiedades:

B(al, I’l) C B(al, I’g) — n < r,
B(ai,rn) C B(az, ) = a1 — ao]| + 1 < o,
B(al,rl)ﬂB(az,rz):(D — n+nrn< ||al—32H.

Se recomienda demostrar estas propiedades en forma contrapositiva:

n>rnrn — B(al, r1) \ B(al, r2) 75 0.

En cada caso hay que construir un vector.



Ejercicio. Sean V un espacio vectorial, V # {0y}, a€ V, n,n > 0.
n <n.

Demostrar que B(a, r2) \ B(a,rn) # 0.



Ejercicio. Sean V un espacio vectorial, V # {0y}, a€ V, ri,n > 0.
n<nm.

Demostrar que B(a, r2) \ B(a,rn) # 0.




Ejercicio. Sean V un espacio vectorial, V # {0y}, a€ V, ri,n > 0.

Demostrar que B(a, r2) \ B(a,rn) # 0.

n <n.

Sea be V\ {0y}

Construir X € R,
w = a+ \b,

tal que
n<|w-all<n.



Ejercicio. Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, a1,a2 € V, r1,n >0,
||a]_ = 32H <r-+n.

Demostrar que B(ai, ri) N B(az, r2) # 0.



Ejercicio. Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, a1,a2 € V, 1, n >0,
||a]_ = 32H <r-+n.

Demostrar que B(ai, ri) N B(az, r2) # 0.




Ejercicio. Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, a1,a2 € V, r1,n >0,
||a]_ = 32H <r-+n.

Demostrar que B(ai, ri) N B(az, r2) # 0.

Construir A € R,
w = (1—XN)a; + Aay,

tal que

lw—ail| <n, [w-—a<r.



Proposicién
Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, ai,a2 € V, n,n >0,

||31 — 32” +n > n.

Entonces B(a1, r1) \ B(az, r2) # 0.




Proposicién
Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, ai,a2 € V, n,n >0,

||31 — 32” +n > n.

Entonces B(a1, r1) \ B(az, r2) # 0.




Proposicién
Sea V un espacio vectorial, V # {0y}, aj,ax € V, n,rn >0,

||31 — 32H +n > n.

Entonces B(a1, r1) \ B(az, r2) # 0.

Excluimos el caso a; = a»

(es uno de los ejercicios anteriores).

Vamos a construir A > 0,
w = a1 + \Na1 — a2),

tal que |lw—ail| <n, [[w—a >nr.




Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w = a1 + A(a1 — ap)



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a; + Na1 — a) =



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):
w = a; + )\(31 = 82) = (1 + )\)21 — A\as.

Entonces

Iw — ai



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):
w = a; + )\(31 = 82) = (1 + )\)21 — A\as.

Entonces

lw —ai] =



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):
w = a; + )\(31 = 82) = (1 + )\)21 — A\as.

Entonces

[w — a1l = Alla1 — a2, [w — a]



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):
w = a; + )\(31 = 82) = (1 + )\)21 — A\as.

Entonces

[w — a1l = Alla1 — a2, [w — a|| =



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):
w = a; + )\(31 = 82) = (1 + )\)21 — A\as.

Entonces
|w —a1l| = A|ar — a2l [w— a2l = (L + A)[|a1 — a2f|-



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.

Entonces
|w —a1l| = A|ar — a2l [w— a2l = (L + A)[|a1 — a2f|-

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

A<



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

)\< L7
llar — a2l



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

A< —
llar — a2l



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

A< — 1 >
llar — a2l



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

e — T A_@—H&—@H
llar — a2l a1 — a2|



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

e — T A_@—Hﬂ—@H
llar — a2l a1 — a2|

Gracias a la suposiciéon r; > rp — ||a; — az||, una solucién es A



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

e — T A_@—Hﬂ—@H
llar — a2l a1 — a2|

Gracias a la suposiciéon r; > r» — ||a; — az||, una solucién es X =



Demostracién
Construimos w de la siguiente forma (con A > 0):

w=a;+ ANa1 — a) = (14 N)a — \ap.
Entonces
[w— a1 = Allar — a2, [w—azf = (1+A)[[ar — a].

Buscamos A de tal manera que w € B(a1, r1) \ B(az, r2), esto es,

e — T A_@—Hﬂ—@H
llar — a2l a1 — a2|

Gracias a la suposiciéon r; > r» — ||a; — az||, una solucién es X = "2’—||31—|T2H
dl — ar



