
Bolas en espacios normados

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de bolas en espacios normados.

Prerrequisitos. Norma, bolas en espacios métricos.

Sea V un espacio vectorial complejo normado. Denotamos por ‖ · ‖ a la norma en V y por
d a la métrica inducida:

d(a, b) := ‖a− b‖ (a, b ∈ V ).

Dados a en V y r > 0, usamos la notación B(a, r) para la bola con centro en a de radio
r:

B(a, r) = {v ∈ V : d(a, v) < r} = {v ∈ V : ‖v − a‖ < r}.

1 Proposición. Sean a ∈ V , r > 0. Entonces la bola B(a, r) es convexa.

Demostración. Sean v, w ∈ B(a, r), λ ∈ [0, 1]. Entonces

‖(1− λ)v + λw − a‖ = ‖(1− λ)(v − a) + λ(w − a)‖
≤ (1− λ)‖v − a‖+ λ‖w − a‖ < (1− λ)r + λr = r,

aśı que (1− λ)v + λw ∈ B(a, r).

Recordemos que si X ⊆ V , a ∈ V y λ ∈ C \ {0}, entonces

a+X = {v ∈ V : ∃u ∈ X v = a+ u} = {v ∈ V : v − a ∈ X},

λX = {v ∈ V : ∃u ∈ X v = λu} =

{
v ∈ V :

1

λ
v ∈ X

}
.

2 Proposición. Sean a ∈ V , r > 0. Entonces

B(a, r) = a+ rB(0, 1).

Demostración. Sea v ∈ V . Entonces

v ∈a+ rB(0, 1) ⇐⇒ v − a ∈ rB(0, 1) ⇐⇒
∥∥∥∥1

r
(v − a)

∥∥∥∥ < 1

⇐⇒ 1

r
‖v − a‖ < 1 ⇐⇒ ‖v − a‖ < r ⇐⇒ v ∈ B(a, r).
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3 Proposición. Sea λ ∈ C \ {0}. Entonces

λB(0, 1) = B(0, |λ|).

4 Proposición. Sean a ∈ V , r > 0, λ ∈ C \ {0}. Entonces

λB(a, r) = B(λa, |λ|r).

5 Proposición. Sean a1, a2 ∈ V y r1, r2 > 0 tales que

‖a1 − a2‖ < r1 + r2.

Entonces
B(a1, r1) ∩B(a2, r2) 6= ∅.

Demostración. Pongamos

v :=
r2

r1 + r2
a1 +

r1
r1 + r2

a2.

Entonces

‖v − a1‖ =

∥∥∥∥ r1
r1 + r2

(a2 − a1)
∥∥∥∥ =

r1‖a2 − a1‖
r1 + r2

< r1,

y de manera similar ‖v − a2‖ < r2.

6 Proposición. Sean r1, r2 > 0. Entonces

B(0V , r1) +B(0V , r2) = B(0V , r1 + r2).

Demostración. Demostremos la contención ⊇. Sea v ∈ B(0V , r1 + r2). Pongamos

u :=
r1

r1 + r2
v, w :=

r2
r1 + r2

v.

Entonces v = u+ w, u ∈ B(0V , r1) y w ∈ B(0V , r2).

7 Proposición. Sean a1, a2 ∈ V , r1, r2 > 0. Entonces

B(a1, r1) +B(a2, r2) = B(a1 + a2, r1 + r2).

Demostración. Demostremos la contención ⊇. Sea x ∈ B(a1 + a2, r1 + r2). Pongamos
v := x− (a1 + a2). Entonces por la Proposición 6 existen u en B(0V , r1) y w en B(0V , r2)
tales que v = u + w. Pongamos y := a1 + u, z := a2 + w. Entonces y ∈ B(a1, r1),
z ∈ B(a2, r2), y x = y + z.
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