Bolas en espacios normados

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de bolas en espacios normados.

Prerrequisitos. Norma, bolas en espacios métricos.

Sea V' un espacio vectorial complejo normado. Denotamos por || -|| a la norma en V' y por
d a la métrica inducida:

d(a,b) == |la— b (a,be V).
Dados a en V' y r > 0, usamos la notacién B(a,r) para la bola con centro en a de radio
: Bla,r) = {v € V: dla,v) <r} = f{oeV: |[v—a| <r}.
1 Proposicién. Sean a € V, r > 0. Entonces la bola B(a,r) es conveza.

Demostracion. Sean v,w € B(a,r), A € [0,1]. Entonces

11 =Xv+dw —al| = [|(1 = A)(v—a) + Aw —a]|
<A =N|v—a|+AJw—a| <(1=Nr+Nr=r,

asi que (1 — N)v+ \w € B(a,r). O
Recordemos que si X CV,ae€V y A e C\ {0}, entonces
a+X={veV: JueX v=a+ut={veV: v—-aeX},

1
AX={veV: JueX v:)\u}:{vev: XUEX}.

2 Proposicion. Sean a € V, r > 0. Entonces
B(a,r) =a+1rB(0,1).

Demostracion. Sea v € V. Entonces

1
vea+rB(0,1) < wv—a€erB(0,1) < |[-(v—a)||<1
T
1
— —|v—da| <l <<= |v—d|<r <= wveBar). O
r

Bolas en espacios normados, pagina 1 de 2



3 Proposicién. Sea A € C\ {0}. Entonces
AB(0,1) = B(0, |\]).
4 Proposicién. Seana €V, r >0, A € C\ {0}. Entonces
AB(a,r) = B(Aa, |Alr).
5 Proposicion. Sean ai,as € V' y ri,r9 > 0 tales que
|lay — as|] <11+ 790

Entonces
B(CLl,’I”l) N B((Zg, 7"2) % .

Demostracion. Pongamos
T2 71

V= a, + as.
4+ T2 1+ 179
Entonces ” H
(A rijlaz2 — a1
— = — =
o= ol = |- (o = | = 2=l
y de manera similar ||[v — as| < 72. O

6 Proposicion. Sean ri,ry > 0. Entonces
B(OV7T1> + B(O\/,Tg) = B(Ov, T1 —f- TQ).

Demostracion. Demostremos la contencién D. Sea v € B(Oy, 7 + r2). Pongamos

™ T2
U = v, w = V.
T+ T2 T+ 79

Entonces v = u +w, u € B(0y,r1) y w € B(0y, 7). O

7 Proposicion. Sean ai,ay € V', r1,79 > 0. Entonces
B(al,rl) + B(ag,’l“g) = B(a1 + az, T +T2).

Demostracion. Demostremos la contencién D. Sea x € B(a; + ag, 1 + r2). Pongamos
v =z — (a1 + az). Entonces por la Proposicion 6 existen u en B(0y,71) y w en B(0y,72)
tales que v = u + w. Pongamos y = a; + u, z = ay + w. Entonces y € B(ay,r),
z € Blag,re), yx =y + 2. O]
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