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Objetivo.
Estudiar propiedades elementales de bolas en espacios métricos:

= |a contencién de bolas concéntricas,
= una condicién suficiente para que dos bolas sean disjuntas,

= una condicién suficiente para que una bola esté contenida en otra.
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= |a contencién de bolas concéntricas,
= una condicién suficiente para que dos bolas sean disjuntas,
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Prerrequisitos.
Espacios métricos, corolarios elementales de la desigualdad del tridngulo.



Bola con centro dado y de radio dado

Suponemos que (X, d) es un espacio métrico.



Bola con centro dado y de radio dado

Suponemos que (X, d) es un espacio métrico.

Definicion
Sean ae X, r > 0.

B(a,r) = {x € X:

d(x,a) <r}.




El centro de la bola pertenece a la bola

B(a,r) = {x € X: d(x,a) < r}.

Proposicién
Sean a € X, r > 0. Entonces a € B(a, r).
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El centro de la bola pertenece a la bola

B(a,r) = {x € X: d(x,a) < r}.

Proposicién
Sean a € X, r > 0. Entonces a € B(a, r).

Demostracion.
d(a,a) =0



El centro de la bola pertenece a la bola

B(a,r) = {x € X: d(x,a) < r}.

Proposicién
Sean a € X, r > 0. Entonces a € B(a, r).

Demostracion.
d(a,a) =0<



El centro de la bola pertenece a la bola

B(a,r) = {x € X: d(x,a) < r}.

Proposicién
Sean a € X, r > 0. Entonces a € B(a, r).

Demostracion.
d(a,a)=0<r.



Bolas concéntricas

Proposicién
Sean a€ X, ri,n >0, i < rn. Entonces

B(a, 1) C B(a, ).




Bolas concéntricas

Proposicién

Sean a€ X, ri,n >0, i < rn. Entonces

B(a, 1) C B(a, ).

Las demostraciones en este tema son simples y se dejan como ejercicios.



Bolas concéntricas

Corolario
Sean a € X, r1, » > 0. Entonces

B(a,n) N B(a, r2) = B(a,min{r1, rn}), B(a,r1) U B(a, rn) = B(a,max{ri, rn}).




Bolas concéntricas

Ejercicio. Construir un ejemplo tal que

r < n, B(a,n) = B(a, ).



Bolas disjuntas

Ejercicio. Encontrar una condicién suficiente para que

B(al, r1) N B(ag, r2) = (.
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Bolas disjuntas

Ejercicio. Encontrar una condicién suficiente para que

B(al, r1) N B(ag, r2) = (.

Una respuesta esta en la siguiente pagina.



Bolas disjuntas

Proposicién
Sean a1, a» € X, 1, rn > 0 tales que
d(ay, a2) >+ .

Entonces

B(al, r1) N B(az, r2) = 0.




Bolas disjuntas

Ejercicio. Construir un ejemplo tal que

d(ai,a2) < rn+n, B(a1,n) N B(az,r2) = 0.



Contencidén de bolas

Ejercicio. Encontrar una condicién suficiente para la siguiente contencién:

B(ai,n) C B(az, n).

a
°
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Una respuesta esta en la siguiente pagina.



Contencién de bolas

Proposicién
Sean a1, a» € X, 1, rn > 0 tales que

d(ay,a2) +n < n.

Entonces
B(al, I’1) g B(ag, rg).




(El razonamiento principal para mostrar que la bola abierta es abierta)

Corolario
Sean a€ X, r >0, x € B(a, r). Entonces existe s > 0 tal que

B(x,s) C B(a,r).




(El razonamiento principal para mostrar que la bola abierta es abierta)

Corolario

Sean a€ X, r >0, x € B(a, r). Entonces existe s > 0 tal que

B(x,s) C B(a,r).

Idea de demostracién: usar la proposicién anterior, construir s de manera explicita.



Una bola de radio mas grande puede ser subconjunto propio

de una bola de radio mas pequeno

Ejercicio. Construir un ejemplo tal que

n>nm, B(a1,n) € B(az, n).



Una bola de radio mas grande puede ser subconjunto propio

de una bola de radio mas pequeno

Ejercicio. Construir un ejemplo tal que

n>nm, B(a1,n) € B(az, n).

Ejercicio: construir mas ejemplos con esta propiedad, para varios espacios métricos.



