Bolas abiertas en espacios métricos

Objetivos. Definir bolas en espacios métricos y demostrar sus propiedades elementales.

Prerrequisitos. Distancia, espacios métricos. Para resolver tareas adicionales es necesa-
rio conocer bien espacios normados y otros ejemplos de espacios métricos.

1 Definicién (bola en un espacio métrico). Sean (X, d) espacio métrico, a € X, r > 0.
Entonces el siguiente conjunto se llama la bola abierta (o simplemente bola) con centro a
y radio 7:

B(a,r) ={zx € X:d(a,z) <r}.

2 Definicién (bola cerrada en un espacio métrico). Sean (X, d) un espacio métrico,
a € X, r > 0. Entonces el siguiente conjunto se llama la bola cerrada con centro a y radio
r:

{r e X:d(a,z) <r}. (1)

Para este conjunto algunos autores utilizan la notacién B(a,r) o C(a,7).

Luego veremos que C(a,r) no siempre es la cerradura de B(a,r).

En esta seccién vamos a estudiar solamente las bolas abiertas.

Propiedades principales de las bolas abiertas en espacios métricos

En las siguientes proposiciones suponemos que (X, d) es un espacio métrico.

3 Proposicién (sobre una bola contenida en otra). Sean a,b € X y R,r > 0 tales que
d(a,b) +r < R. Entonces
B(b,r) C B(a, R).

Demostracion. Sea x € B(b,r). Mostremos que x € B(a, R). Para acotar d(a,z) por
arriba, aplicamos la desigualdad del tridangulo y la suposicién que d(a,b) +r < R:

d(a,z) < d(a,b) +d(b,z) < d(a,b) +1r < R.

Hemos mostrado que x € B(a, R). [
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4 Proposicién (sobre dos bolas disjuntas). Sean ai,as € X yr1,r2 > 0 tales que ri+ry <
d(ay,az). Entonces
B(CLl, 7’1) N B(CLQ, 7”2) =J.

Demostracion. Supongamos que x € B(aq,r1) N B(ag, r2). Entonces
d(ay,as) < d(ay,z) 4+ d(x,as) <1+ 19,

lo que contradice a la hipdtesis. O]

5 Proposicién (sobre dos bolas concéntricas). Sean a € X y ri,ro > 0. Entonces

B(a,r1) N B(a,re) = B(a, min{ry,ry}).

Demostracion. Para cualquier x € X, la condicion
d(a,z) <ry A d(a,z) <re

es equivalente a la condicién d(a,x) < min{ry,ro}. O

iCuando dos bolas se intersectan?

En los espacios normados (en particular, en R y C) se puede demostrar la proposicién
reciproca a la Proposicién 4 y asi obtener un criterio (necesario y suficiente) para que dos
bolas se intersecten. En espacios métricos generales este criterio no es valido.

6 Ejercicio (condicién suficiente para que dos bolas en R intersecten). Sean aj,as € R
y sean ri,ry > 0 tales que r; + ry > |a; — az|. Demostrar que

B(ay, ) N Bas,m) # .

7 Ejercicio (condicién suficiente para que dos bolas en un espacio normado intersecten).
Sea (V]| ||) un espacio normado real o complejo. Dotamos V' con la distancia d inducida
por la norma || - ||:

d(z,y) = [lz —yl.
Sean ay,as € V y sean ri,ry > 0 tales que 1 + ry > d(aq, az). Demostrar que

B(ay,m) N Blas,m) # 9.

Sugerencia: construir un punto en B(ay,r;) N B(ag, m2) como una combinacién convexa de
los puntos a; y as.
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8 Ejercicio (construir un ejemplo con dos bolas que no intersectan aunque sus radios
lo permiten). Dar un ejemplo de un espacio métrico que no cumpla con la propiedad
anterior. En otras palabras, hay que indicar un espacio métrico (X, d), puntos aj,as € X
y radios r1, 75 > 0 tales que 7y + ro > d(ag,a2) y

B(al,rl) N B(CLQ,T’Q) = J.

Ejemplo de una bola de radio mas grande
que esta contenida en una bola de radio mas pequeno

9 Ejemplo. Consideremos el intervalo cerrado X = [—3, 3] con la métrica usual d(x,y) =
|x—y|. En otras palabras, consideramos X como un subespacio métrico del espacio métrico

R. Entonces
B(0,4) = [-3, 3], B(3,5) = (-1, 3],

asi que B(3,5) € B(0,4), aunque 5 > 4.

10 Ejemplo. Otro ejemplo. Consideremos X = R con la siguiente métrica:

0, r=1y;
plx,y) = {

| +yl, = #y.
Es posible probar que (X, p) es un espacio métrico. Ahora notamos que
B(4,7) = (-3,3) U {4}, B(0,5) = (—5,5),

asi que B(4,7) € B(0,5), aunque 5 < 7.
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