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En este tema suponemos que H es un espacio de Hilbert complejo.
B(H) := el conjunto de los operadores lineales acotados H — H.

B.(H) := el conjunto de los operadores autoadjuntos (hermiticos):

Bo(H) = {AcB(H): A=Al

Objetivo: estudiar las propiedades del espectro de A, cuando A € B,(H).



Prerrequisitos

el operador adjunto en espacios de Hilbert;

criterio de invertibilidad de los operadores normales;

los operadores autoadjuntos y sus formas cuadréaticas;

la norma del operador autoadjunto en términos de su forma cuadratica.



© Repaso de herramientas

e El espectro del operador autoadjunto es real

e El segmento que contiene al espectro del operador autoadjunto

@ EI radio espectral del operador autoadjunto coincide con su norma
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© Repaso de herramientas



Repaso: criterio de invertibilidad de los operadores normales

Un operador S € B(H) se llama acotado por abajo , si existe v > 0 tal que
vxeH |[Sx|[ Z ]
Proposicién

Sea S € B(H) tal que S§§* = §*S.

Entonces S es invertible <= S es acotado por abajo.




Repaso: el criterio del operador autoadjunto

en términos de su forma cuadratica

Para cada A en B(H), se define ga: H — C,

ga(x) = (Ax, x).



Repaso: el criterio del operador autoadjunto

en términos de su forma cuadratica

Para cada A en B(H), se define ga: H — C,
Ga(x) = (Ax,x).

Proposicién
Sea A € B(H). Entonces

AeBy(H) <«  (¥x€H qa(x)€R).




Repaso: la norma del operador autoadjunto
en términos de los valores de su forma cuadratica

Para A en B,(H), se definen

[(Ax, x)|
qall = sup ——=",
laall = se2 e
x#0y
A A
My(A) = inf & X’§>, Ma(A) = sup X’§>.

xeH ||x]| xeH x|
x#0y x£0y

Proposicién
Sea A € B,(H). Entonces

1A = llgall = max{|M1(A)], |Ma(A)|}.
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9 El espectro del operador autoadjunto es real



La norma de ||Sx|| en términos de Re(S) e Im(S), cuando S es normal

Proposicién
Sean S € B(H), x € H. Entonces

15x[1 = || Re(S)x||* + || Im(S)x]|*.




Demostracion

S=Re(S)+ilm(S),  S* =Re(S)—ilm(S).
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Demostracion

S=Re(S)+ilm(S),  S* =Re(S)—ilm(S).

Luego
5*S = Re(S)? — iRe(S) Im(S) 4 ilm(S) Re(S) + Im(S)2.

Como Re(S) conmuta con Im(S),

$*S = Re(S)? + Im(S)>.



Demostracion

S =Re(S) +ilm(S), S* =Re(S) —ilm(S).
Luego
5*S = Re(S)? — iRe(S) Im(S) 4 ilm(S) Re(S) + Im(S)2.
Como Re(S) conmuta con Im(S),

$*S = Re(S)? + Im(S)>.

Finalmente,

15x (1> = (5% Sx, x) = (Re(5)x, x) + (Im(S)*x, x) = || Re(S)x||* + [[ Im(S)x]|*.



Si A es normal, entonces A\l — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).
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Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

§*S =



Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A*) (A — A)



Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

§*S = (M — A")(A — A) =
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Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A )M — A) = N1 = AA* = XA+ A*A,
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Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A )M — A) = N1 = AA* = XA+ A*A,

SS* = (M — A)(M — A)



Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A )M — A) = N1 = AA* = XA+ A*A,

SS = (M= A — A") =



Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A )M — A) = N1 = AA* = XA+ A*A,

SS* = (M =AY — A*) = |\ = AA* = NA+ AA™.



Si A es normal, entonces A\ — A es normal

Proposicién
Sea A € B,(H), esto es, A*A = AA*.
Pongamos S := Al — A. Entonces S € B,(H).

Demostracion.

S*S = (M — A )M — A) = N1 = AA* = XA+ A*A,

S5 = (M= A —A) = [A\PI = DA — XA+ AA*
Concluimos que 5*S = S §*.



El espectro del operador autoadjunto es real

Proposicién
Sea A € B,(H). Entonces
sp(A) C R.




Demostracion, inicio

Sea A € sp(A).
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Demostracion, inicio

Sea A € sp(A). Esto significa que S := Al — A es no invertible.
Descomponemos A en su parte real e imaginaria:
A=a+ip, a, B eR.

Entonces

S=(al—A)—isl.



Demostracion, inicio

Sea A € sp(A). Esto significa que S := Al — A es no invertible.

Descomponemos A en su parte real e imaginaria:
A=a+ip, o pfeR

Entonces

S=(al—A)—il.
Notamos que al — A € B,(H), —1 € Ba(H). Luego

al — A= Re(S), —B1=Im(S).



Demostracion, final

Para cada x en H,

15x[12 = [[(cd = A)x||> + [[(=B1)x|1* = I(=B1)xI* = 52 |Ix]*



Demostracion, final

Para cada x en H,
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Demostracion, final

Para cada x en H,
15x]1> = [[(ad = A)x|I> + [(=BDx|I> > [(=BDx|> = 52 ||x]|>.

Por lo tanto,

[15x]] = 18] lIx]].

Si B # 0, entonces S es acotado por abajo y luego invertible.



Demostracion, final

Para cada x en H,
15x]1> = [[(ad = A)x|I> + [(=BDx|I> > [(=BDx|> = 52 ||x]|>.

Por lo tanto,
1SxI| > [8] |1x]|.

Si B # 0, entonces S es acotado por abajo y luego invertible.

Esto contradice a la suposicién.
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© El segmento que contiene al espectro del operador autoadjunto



El segmento que contiene al espectro del operador autoadjunto

) (Ax, x) (Ax, x)
Mi(A) = inf —2~, My(A) = sup —=+.
) xeH  [|x]|2 (A) xeH Ix]?
x#0y x#0H

Proposicién
Sea S € B,(H). Entonces

5p(S) C [Mi(A), My(A)].




Demostracion

Sea A > M,(A). Pongamos S := A\l — Ay mostremos que S es acotado por abajo.



Demostracion

Sea A > M,(A). Pongamos S := A\l — Ay mostremos que S es acotado por abajo.

Por la definicion de M,(A), para cada x en H,

(Ax, x) < Ma(A) [Ix[|*.



Demostracion

Sea A > M,(A). Pongamos S := A\l — Ay mostremos que S es acotado por abajo.
Por la definicion de M,(A), para cada x en H,
(Ax, x) < Ma(A) |Ix|1%.

Luego
ISXIHIx[| = {Sx, x) = Alx,x) = (Ax,x) = (A = Ma(A)) [|x]|*.



Demostracion

Sea A > M,(A). Pongamos S := A\l — Ay mostremos que S es acotado por abajo.

Por la definicion de M,(A), para cada x en H,

(Ax, x) < Ma(A) [Ix[|*.

Luego
ISXIHIx[| = {Sx, x) = Alx,x) = (Ax,x) = (A = Ma(A)) [|x]|*.

Luego ||Sx|| > (A — Ma(A)) ||x]].



Demostracion

Ejercicio. Completar la demostracion.
Suponer que A < Mj(A) y demostrar que A/ — A es acotado por abajo.
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@ El radio espectral del operador autoadjunto coincide con su norma



El supremo del cociente de Rayleigh del operador positivo

A partir de este momento, vamos a suponer que H # {0y }.



El supremo del cociente de Rayleigh del operador positivo

A partir de este momento, vamos a suponer que H # {0y}.

Proposicién

Sea A € B,(H) tal que ga(x) > 0 para cada x en H. Entonces

|Al| = Ma(x) € sp(A).




El supremo del cociente de Rayleigh del operador positivo
A partir de este momento, vamos a suponer que H # {0y }.

Proposicién

Sea A € B,(H) tal que ga(x) > 0 para cada x en H. Entonces

|Al| = Ma(x) € sp(A).

Observacién sobre el enunciado.
Ya sabemos que ||A|| = max{|M1(A)|,|M2(A)|}.
En el caso de la proposicién, ||A| = Ma(A).

Por brevedad, en la demostracién denotamos M>(A) por &.



Demostracién
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1
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Demostracion

Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que

1
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n

Notamos que ||Au,|| < ||A|| =&.
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Demostracién
Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que
1
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Demostracién
Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que
1
VneN llun|l =1, (Aup, up) 25—;.
Notamos que ||Au,|| < ||A]| = &. Luego

I(A = &N unl|* = (Aun — Eun, Aun — Eun)

= HAUnH2 — 26(Aup, up) + 52‘|Un||2

<



Demostracion

Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que

1
VneN  |u| =1, (Aup, up) > € — =
n

Notamos que ||Au,|| < ||A]| = &. Luego

I(A = &N unl|* = (Aun — Eun, Aun — Eun)

= HAUnH2 — 26(Aup, up) + 52‘|Un||2
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Demostracion

Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que

1
VneN  |u| =1, (Aup, up) > € — =
n

Notamos que ||Au,|| < ||A]| = &. Luego

I(A = &N unl|* = (Aun — Eun, Aun — Eun)

= HAUnH2 — 26(Aup, up) + 52‘|Un||2

<e-2(e-)ve-



Demostracion

Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que

1
VneN  |u| =1, (Aup, up) > € — =
n

Notamos que ||Au,|| < ||A]| = &. Luego

I(A = &N unl|* = (Aun — Eun, Aun — Eun)

= HAUnH2 — 26(Aup, up) + 52‘|Un||2

<e-x(e-)+e =%

n



Demostracién
Usando la definicién de & encontramos (u,)nen € HY tal que

1
vneN  luall =1, (Aun,up) = &= —.
Notamos que ||Au,|| < ||A]| = &. Luego
I(A = &N unl|* = (Aun — Eun, Aun — Eun)
= (| Aun|* = 26(Aup, up) + € |un]?
1 2
<e-x(e-)+e =%
n n

Por lo tanto, A — &1, no es acotado por abajo.



Repaso: el espectro del operador dilatado y desplazado

Proposicién
Sean A € B(H), &,n € C. Entonces

sp(§A+nl) = Esp(A) + .




Repaso: el espectro del operador dilatado y desplazado

Proposicién
Sean A € B(H), &,n € C. Entonces

sp(§A+nl) = Esp(A) + .

Ejercicio. Si no han demostrado esta proposicién, se recomienda demostrarla.
Es suficiente aplicar bien la definicién del espectro.



El comportamiento de M;(A) y M,(A) al desplazar el operador A

Ejercicio. Sea A € B,(H) y sea n € R. Demostrar que

Mi(A+nl) = Mi(A) + 1, Ma(A +nl) = Ma(A) + 1.



El comportamiento de M;(A) y M,(A) al desplazar el operador A
Ejercicio. Sea A € B,(H) y sea n € R. Demostrar que
Mi(A+nl) = Mi(A)+n,  M(A+nl) = Mz(A) + 1.

Ejercicio. Sea A € B,(H). Demostrar que

Mi(—A) = =Ma(A),  Ma(—A) = —M(A).



El infimo y el supremo del cociente de Rayleigh pertenecen al espectro



El infimo y el supremo del cociente de Rayleigh pertenecen al espectro

Teorema
Sea A € B,(H). Entonces

My(A) € sp(A),  Ma(A) € sp(A).




Demostracién que My(A) € sp(A)

Pongamos n .= —M;(A), S = A+ nl.



Demostracién que M,(A) € sp(A)

Pongamos n .= —M;(A), S = A+ nl.

Entonces S* = S,

My(S) = Mi(A) — My(A) =0,  My(S) = Ma(A) — My(A) > 0.



Demostracién que M,(A) € sp(A)
Pongamos n .= —M;(A), S = A+ nl.
Entonces S* = S,
Mi(S) = My (A) — My(A) =0, M, (S) = Ma(A) — Mi(A) > 0.

Ya sabemos que en esta situacién M,(S) € sp(S).



Demostracién que M,(A) € sp(A)

Pongamos n .= —M;(A), S = A+ nl.

Entonces S* = S,
My(S) = My (A) — Mi(A) =0, My(S) = My (A) — My (A) > 0.

Ya sabemos que en esta situacién M,(S) € sp(S).

Como A =S+ My (A),
M2(A) = M2(S) + Ml(A) € sp(A).



|dea de demostracién que M;(A) € sp(A)

Ejercicio.



|dea de demostracién que M;(A) € sp(A)

Ejercicio.

Considerar T := My(A)l — A.



|dea de demostracién que M;(A) € sp(A)

Ejercicio.
Considerar T := My(A)l — A.

Mostrar que T* =T, My(T) =0, Ma(T) = Ma(A) — My (A).



|dea de demostracién que M;(A) € sp(A)

Ejercicio.

Considerar T := My(A)l — A.

Mostrar que T* =T, My(T) =0, Ma(T) = Ma(A) — My (A).
Justificar que Ma(A) — M1(A) € sp(T).



|dea de demostracién que M;(A) € sp(A)

Ejercicio.

Considerar T := My(A)l — A.

Mostrar que T* =T, My(T) =0, Ma(T) = Ma(A) — My (A).
Justificar que Ma(A) — M1(A) € sp(T).

Luego demostrar que M;(A) € sp(A).



El radio espectral del operador autoadjunto coincide con su norma

r(A) = sup{l)\|: )\Gsp(A)}.



El radio espectral del operador autoadjunto coincide con su norma

r(A) = sup{l)\|: )\Gsp(A)}.

Corolario
Sea A € B,(H). Entonces

r(A) = max{|My(A)], [Ma(A)|} = || Al




El radio espectral del operador autoadjunto coincide con su norma

r(A) = sup{])\|: )\Gsp(A)}.

Corolario
Sea A € B,(H). Entonces

r(A) = max{|My(A)], [Ma(A)|} = || Al

Demostracidn. Sale de las propiedades que hemos demostrado:

sp(A) C [Mi(A), Ma(A)],  Mi(A) € sp(A),  Ma(A) € sp(A).
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