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Objetivos.

@ Dadas f,g: X = C y X € C, relacionar los conjuntos

MO, (F+e)X],  (f)IX]
con los conjuntos
AIX] fIX]+elX],  fX]elX].

@ Demostrar que las funciones simples X — C forman un algebra.

Prerrequisitos.
@ La imagen de una funcién.
@ Operaciones aritméticas con conjuntos.

@ Operaciones aritméticas con funciones.
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(el conjunto de los valores de una funcién)

Sea f: X — Y una funcién.

fIX] =
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(el conjunto de los valores de una funcién)

Sea f: X — Y una funcién.
fIX] = {yeVY: IxeX f(x)=y}.

También se denota por im(f) o por R(f).
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Sean A € C, V C C. Entonces
AWV={weC: FveV w=A}

SiA=0y V £, entonces
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El producto de un nimero por un conjunto, repaso

Sean A € C, V C C. Entonces
AWV={weC: FveV w=A}

SiA=0y V £, entonces
AV ={0}.
Si A\ # 0, entonces
AV = {WE(CZ %6 V}.



El nimero de elementos en el producto de un ndmero por un conjunto

Si#V=nneN yV={w,...,v,}, entonces

AV =



El nimero de elementos en el producto de un ndmero por un conjunto
Si#V =nneN,yV={v,...,v,}, entonces
M, AV, A £
AV — {{ Vi Vn} a

{O}a A=0,

#(AV) =



El nimero de elementos en el producto de un ndmero por un conjunto
Si#V =nneN,yV={v,...,v,}, entonces

W {{)\vl,...,)\vn}, A#0;

{O}a A= Ov
y
n, A#0;
4(WV) = { 7
1, A=0.
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El nimero de elementos en el producto de un ndmero por un conjunto
Si#V =nneN,yV={v,...,v,}, entonces

W {{)\vl,...,)\vn}, A#0;

{O}a A= Ov
y
n, A#0;
#uvr:{ 7
1, A=0.

En ambos casos,

#HOV) < #V.



La imagen del producto de un ndmero por una funcién

En este tema siempre suponemos que X # 0,

aunque algunos resultados son vélidos también para X = ().

Proposicién
Sea f: X — C y sea A € C. Entonces (Af)[X] AF[X].
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En este tema siempre suponemos que X # (),

aunque algunos resultados son vélidos también para X = ().

Proposicién
Sea f: X — C y sea A € C. Entonces (Af)[X] = A[X].
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M = (AH)[X] = A[X] =
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La imagen del producto de un ndmero por una funcién

En este tema siempre suponemos que X # (),

aunque algunos resultados son vélidos también para X = ().

Proposicién
Sea f: X — C y sea A € C. Entonces (Af)[X] = A[X].

Demostracién para A = 0:

M =0x,  (M)X]={0}, Af[X]=



La imagen del producto de un ndmero por una funcién

En este tema siempre suponemos que X # (),

aunque algunos resultados son vélidos también para X = ().

Proposicién
Sea f: X — C y sea A € C. Entonces (Af)[X] = A[X].

Demostracién para A = 0:

A = 0x, (AF)[X] = {0}, A f[X] = {0}.



La imagen del producto de un ndmero por una funcién

Demostracién para A # 0.
Sea A € C\ {0}. Entonces

(AR)IX]



La imagen del producto de un ndmero por una funcién

Demostracién para A # 0.
Sea A € C\ {0}. Entonces

(AM)[X]={yeC: IxeX y=A(x)}



La imagen del producto de un ndmero por una funcién

Demostracién para A # 0.
Sea A € C\ {0}. Entonces

(AM)[X]={yeC: IxeX y=A(x)}

—{yEC: Ix € X i{—/\f(x)}
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Demostracién para A # 0.
Sea A € C\ {0}. Entonces

(AM)[X]={yeC: IxeX y=A(x)}

—{yEC: Ix € X i{—/\f(x)}
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La imagen del producto de un ndmero por una funcién
Demostracién para A # 0.
Sea A € C\ {0}. Entonces

(AM)[X]={yeC: IxeX y=A(x)}

—{yEC: Ix € X i{—/\f(x)}

:{yEC: Keqm}

= M X].



La imagen del producto de un ndmero por una funcién simple

Supongamos que f: X — C y el conjunto f[X] es finito:

#(f[X]) = n, fIX]={v1,...,va},

donde vy, ..., Vv, son diferentes a pares.



La imagen del producto de un ndmero por una funcién simple

Supongamos que f: X — C y el conjunto f[X] es finito:

#(f[X]):n7 f[X] :{V17"'7Vn}7
donde vy, ..., Vv, son diferentes a pares.

Sea A € C. Entonces

n, si A#DQ;
#((AF)[X]) = { _
1, siA=0.

En particular, Af es simple.
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Sean A, B C C. Entonces

A+B::{ce<c: JacA JbecA c:a—i—b}.

Ejemplo. A={1,4,6}, B=1{3,5}. Entonces A+ B={4,6,7,9,11}.

Ejemplo. A= {10,20,30}, B ={3,4}. Entonces A+ B ={13,14,23,24,33,34}.



La suma de dos conjuntos de nliimeros, repaso

Sean A, B C C. Entonces

A+B:{CGO JacA JbecA c:a+b}

Ejemplo. A={1,4,6}, B=1{3,5}. Entonces A+ B={4,6,7,9,11}.
Ejemplo. A= {10,20,30}, B ={3,4}. Entonces A+ B ={13,14,23,24,33,34}.
Ejemplo. A= {10,20,30,31}, B ={3,4}. Entonces

A+ B=



La suma de dos conjuntos de nliimeros, repaso

Sean A, B C C. Entonces

A+B::{ce<c: JacA JbecA c:a—i—b}.

Ejemplo. A={1,4,6}, B=1{3,5}. Entonces A+ B={4,6,7,9,11}.
Ejemplo. A= {10,20,30}, B ={3,4}. Entonces A+ B ={13,14,23,24,33,34}.
Ejemplo. A= {10,20,30,31}, B ={3,4}. Entonces

A+ B = {13,14,23,24, 33,34, 35}.
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La suma de dos conjuntos finitos de nimeros, repaso

Supongamos que A ={ai,...,am}, B={b1,...,bn}.

Consideremos la funcién h: {1,...,m} x{1,...,n} - A+ B,
h(j, k) == aj + bx.

Esta funcién es suprayectiva, pero no siempre es inyectiva.

En otras palabras, a; + by puede coincidir con a, + bs, aunque (j, k) # (r, s).
Por eso

#(A+ B) < #A-#B.
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Proposicién
Sean f,g: X — C. Entonces

(f + &)Xl < f[X]+eglX].

Demostracion. Sea v € (f + g)[X]. Elegimos x en X tal que v = (f 4+ g)(x), esto es,

v = f(x) + g(x).



La imagen de la suma de dos funciones, repaso

Proposicién
Sean f,g: X — C. Entonces

(f + &)Xl < f[X]+eglX].

Demostracion. Sea v € (f 4+ g)[X]. Elegimos x en X tal que v = (f + g)(x), esto es,

v = f(x) + g(x).

Como f(x) € f[X], g(x) € g[X], tenemos v € [ X] + g[X].



Un ejemplo cuando (f + g)[X] # f[X] + g[X]

f:R—>R, g:R—>R,
f(x) = cos(x), g(x) =5 — cos(x).

Entonces



Un ejemplo cuando (f + g)[X] # f[X] + g[X]

f:R—>R, g:R—>R,
f(x) = cos(x), g(x) =5 — cos(x).

Entonces
(f +g)[R] = {5},  f[R]+g[R]=[-1,1]+[4,6]=3,7]



La imagen de la suma de dos funciones simples

Sean f,g: X — C funciones simples,
#(f[X]) = m, fiIX]={vi,...,Vm}, w,

#(glX])=n,  glX]={m,...,wn}, wi,

Entonces
(f +g)[X]

..., Vm son dif. a pares,

..., Wy son dif. a pares.
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La imagen de la suma de dos funciones simples

Sean f,g: X — C funciones simples,
#(f[X]) = m, fIX]={v1,...,vm}, Wvi,...,Vm son dif. a pares,

#(g[X]) = n, glX]={wa,...,wp}, wa,...,w, son dif. a pares.
Entonces
(f +g)[X] € fIX] + g[X],

#((F + g)[X]) < #(FIX] + g[X]) < mn.

En particular, podemos concluir que la funcién f + g es simple.
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El producto de dos conjuntos, el producto de dos funciones

Ejercicio. Sean A, B C C. ;Cémo se define AB?

Ejercicio. Sean A, B C C conjuntos finitos.
i Como est4 relacionado #(AB) con #Ay #B?

Ejercicio. Sean f,g: X — C. ;Cémo esta relacionada la imagen (fg)[X] con f[X] y g[X]?

Ejercicio. Sean f,g: X — C funciones simples. ; Cémo est4 relacionado #((fg)[X]) con

#(f1X]) y #(g[X])?
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Las funciones simples forman un algebra

Sea X un conjunto no vacio.
El conjunto F := CX se considera con las siguientes operaciones:
e adicién, (f,g)—f+g, FxF —F,
e multiplicacién de escalares por funciones, (\, f) — Af,

e multiplicacién, (f,g) — fg, F xF — F.

F es un algebra compleja

Cx F — F,



Las funciones simples forman un algebra

Sea X un conjunto no vacio.

El conjunto F := CX se considera con las siguientes operaciones:
e adicién, (f,g)—f+g, FxF —F,
e multiplicacién de escalares por funciones, (A, f)— A, Cx F — F,
e multiplicacién, (f,g) — fg, F xF — F.

F es un algebra compleja asociativa conmutativa con identidad.

El conjunto S(X, C) de las funciones simples forma un subalgebra de F.



Una representacién generalizada
del producto de un escalar por una funcién simple

Proposicién

Sea f: X — C una funcién simple dada por su representacién canénica:

f= Z vila;,
j=1

y sea A € C. Entonces \f es simple, y una representacion generalizada de Af es

m

A =3 (A)La,

j=1




Una representacién generalizada

del producto de un escalar por una funcién simple

Proposicién
Sea f: X — C una funcién simple dada por su representacién canénica:

f= Z vila;,
j=1

y sea A € C. Entonces \f es simple, y una representacion generalizada de Af es

Demostracién: en efecto, A1, ..., A es una particién de X.



Una representacién generalizada

de la suma de dos funciones simples

Proposicién

Sean f,g: X — C funciones simples dadas por sus representaciones candnicas:

m n
f:ZVj].Aj, g:ZWk].Bk.
j=1 k=1
Entonces f + g es simple, y una representacion generalizada de f + g es

f+g= Z (vj +wi)lc
(,k)eL

donde
L={1,....,m} x{1,..., n}, Cix = Aj N Bx.
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Demostracion

f=f 1x= (Zvlej) <215k>:2 yily-lg, = Y vlc,,
j=1 k=1

j=1k=1 (j,k)eL
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Demostracion

f=f 1x= (Zvjh\j) <213k>:2 v 1a,
j=1 k=1 '

g, = Z vi 1g

(U,k)eL



Demostracion

n

e (S (E1) - £

m
k=1 j=1 k=1

g= Y wlc,,
(,k)eL

f+g= Z (vj + wi) le,k-
(,k)eL

Ya sabemos que (Cj k)(j,k)eL €S una particién generalizada.

g, = Z vi 1g

(U,k)eL

Por lo tanto, hemos encontrado una representacién generalizada de f + g.
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Idea de otra demostracion

Definimos h: X — C,
h(x) = Z (vj + wi)lc,-

(,k)eL

La funcién h es una funcién simple dada por una representacién generalizada.

Demostremos que f + g = h.



Idea de otra demostracion

Definimos h: X — C,
h(x) = Z (vj + wi)lc,-

(j,k)eL
La funcién h es una funcién simple dada por una representacién generalizada.

Demostremos que f + g = h.

Dado x en X, elegimos (p, q) en L tal que x € C, 4. Verificar que
(f +8)(x) = vp + wg,

h(x) = vp + wg.



