Ncleos aproximativos sobre el eje real

Definicién 1. Una familia (K;);~o en L'(R) se llama niicleo aprozimativo si

» sup || Kyll; < 4o00;
>0

» para cada ¢t > 0, /Kt(x) dz = 1;

R
= para cada 0 >0, lim / |K¢(x)| dz = 0.
t—0
R\ (—4,0)
Definicién 2. Una familia (K;);~o en L'(R) se llama familia de Dirac si

» para cadat >0y cadax en R, K (z)>0;

= para cada t > 0, /Kt(x) dex =1;
R

» para cada 0 >0, lim / Ki(z)dx =0.

t—0
R\(—4,0)

Observacion 3. Cada familia de Dirac es un nucleo aproximativo.

Observacion 4. En las definiciones suponemos que el conjunto de indices es (0, 4+00), y
en la tercera condicién consideramos limites cuando ¢ tiende a 0. De manera méas general,
podriamos suponer que el conjunto de indices es un conjunto dirigido y trabajar con el
limite de la red.

Proposicién 5 (repaso). Sea g € L'(R). Entonces

iim [ law)ldy=0.

L—+o00
R\(—L,L)

Proposicion 6. Sea g € L'(R) tal que g(z) >0 y ||g|ls = 1. Para cada t > 0 pongamos

i =1 (2)

Entonces la familia (K)o es una familia de Dirac.
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Demostracion. Con el cambio de variable y = x/t obtenemos

1K= 1 [o(5) dr= [atdy=1

R R

/Kt(ﬂf)dx— / 9(y) dy.
)

R\(—6,6 R\(=d/t,6/t)

Como g € L'(R), la tltima integral tiende a 0 cuando ¢ tiende a 0. O

Sea § > 0. Entonces

Proposicién 7 (el nicleo de Gauss—Weierstrass). La familia de funciones (Hy)i~o, donde

L a2
Hy(x) = \/me 1

es una familia de Dirac.

Demostracion. Sea g(x) = e ™. Entonces
1 xr 1 77rx2/s
L(D)-te
s7 \s s

Por la proposicién anterior, esta familia de funciones es una familia de Dirac. Haciendo
un cambio de variable s = v/47t obtenemos la familia

1 T 1 22
= e % = H(x).
\/47rtg <\/47rt) VAt (@)
Sit — 0, entonces v4nt — 0, asi que la familia (H;);~¢ también es de Dirac. ]

Proposicion 8. Sea f: R — C una funcion acotada y uniformemente continua, y sea
(Ki)i=0 un nicleo aproximativo. Entonces

li x Ky — = 0.
i £ % K~ fll
Demostracion. Denotemos por wy al indicador de continuidad uniforme de f:

wy(8) =sup{|f(z) = fF(W)]: =,y €eR, [z —y| <5}

Para cada t > 0 y cada x € R,

(K@)~ f@] < [ 1K)l e =)~ F@)] dy )
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Para cada 6 > 0, dividimos la tltima integral en dos partes. Para los valores pequenos de
y acotamos la diferencia de los valores de f por el indicador de continuidad uniforme, y
para los valores grandes de y acotamos f por su norma-supremo:

|(f + Ki) () = f2)] < / [f(x —y) = f(@)] | Ki(y)| dy
(

—5,6)
w1t -l gy
R\(=4,6)

<wr@swlKl -2l [ K]y

R\(—4,0)

Sea € > 0. Usando la hipétesis que f es uniformemente continua, elegimos ¢ > 0 tal que

€
< .
2supyg || K4l

wy(9)
Luego elegimos tg > 0 tal que para cada t en (0, ()

13
K (y)|dy < ———.
' A flloe +1
R\(=46,9)

Entonces para cada t en (0,ty) y cada « en R obtenemos

|(f * K)(x) — fla)] <e. O
Definicién 9. Sea f € M(R, F,C) y sea h € R. Denotemos por 7, f a la funcién
(T f)(x) = f(x —h).
Proposicién 10. Sea f € L*(R) y sea h € R. Entonces 7,f € LY(R) y |7 flli = || f]l1-

Demostracion. Hacemos un cambio de variable en la integral usando el hecho que la
medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. O]

Proposicién 11. Sea f € L'(R). Entonces
lim |7, f — fl}y = 0.

Demostracion. 1. Primero consideramos el caso particular cuando f es continua y de
soporte compacto: f € C.(R). Sea L tal que f(x) = 0 para cada  en R\ (=L, L).
Entonces

Imf — £l < / (& — h) — f()] dz < 2Ly (b)),

zeR
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Como f es uniformemente continua, la ultima expresion tiende a 0 cuando h tiende a 0.

2. Ahora consideremos el caso general: f € L'(R). Sea ¢ > 0. Usando la densidad de
C.(R) en L'(R), encontramos g en C.(R) tal que ||f — g|l; < £/3. Usando el resultado de
la primera parte de la demostracién, encontramos ¢ > 0 tal que para cada h en R con
|h| < 0 se cumple ||g — Thg||1 < /3. Entonces para cada h con |h| < é obtenemos

N7 f — flly < 70 f = T0glls + l7ng — glly + [lg — fllL <e. L

Proposicién 12. Sea f € L'(R) y sea (Ky)i~o un niicleo aprozimativo. Entonces
lim || f * K; — f|l1 = 0.
t—0

Demostracion. Como ya vimos en (1),

|(f * Ki)(2) = f(=)] S/!Kt(y)\ |(ry ) () = f(2)] dy.

R

Integramos sobre x e intercambiamos las integrales usando el teorema de Tonelli:

I * Ko — fll < / / K ()] () (@) — F(z)|dy | da

- / / K@) (@) — F()] da | dy = / K@) 7 f — flls dy.

Para cada 0 > 0 podemos dividir la ultima integral en dos partes:

1f = K = flh < / [Ke () Iy f = fllndy + / [ Ke(y)] [y = flldy

(7696) R\(f(;:(;)

<sup ||Killr - sup |7y f — flli + 21| £l / |Ki(y)| dy.
1>0 ye(—5,8)
R\ (—6,0)

Sea £ > 0. Usando la Proposicién 11 encontramos ¢ > 0 tal que

3

sup I7yf = fll <

ye(_67

2supys [ Kl
Luego aplicando la definicién del ntcleo aproximativo encontramos t, > 0 tal que para

cada t en (0, )
€
K, dy < ————.

R\ (—4,9)

Entonces para cada t en (0,ty) obtenemos ||f * K; — f||1 < e. O
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Proposicién 13 (convolucién con el nicleo de calor, repaso). Sea f € L'(R). Entonces
(F + H@) = [ 7 Fle) e ag,
R

Teorema 14 (la propiedad inyectiva de la transformada de Fourier). Sea f € L'(R) tal
que f =0. Entonces f =0 c.t.p.

Demostracion. Por la Proposicion 13, fx H, = 0 para cada t > 0. Luego, para cada t > 0,

Il < Af = f o Helly + (1 5 Helly = [[f = f * Hellv.

Por la Proposicién 12, la iltima expresiéon tiende a 0 cuando t tiende a 0. Pasando al
limite concluimos que || f||; = 0. O

Tarea 15. Seanp € (1,4+00), f € LP(R), y sea (K;):~o un nicleo aproximativo. Demostrar
que
lim | = K, — ], = 0.
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