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Info
00000000

Objetivo del curso:

estudiar el concepto de la integral de Lebesgue respecto a una medida abstracta.
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Info Te preliminares funciones medibles Extensi

00000000

Prerrequsitos:
@ operaciones con conjuntos (U, N, \, A) y demostracién de sus propiedades;
@ operaciones con familias de conjuntos;

@ preimagenes de conjuntos bajo funciones;

o el eje real extendido;

@ cotas superiores e inferiores, supremos e infimos;

@ la definicion del limite;
@ convergencia de series de nliimeros;
@ convergencia uniforme de sucesiones de funciones;

@ espacios métricos y normados.
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Info oreliminares

[e]e] Jele]elele)

Aplicaciones:

@ teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,

@ incluso las ecuaciones de mecanica cuantica,

@ operadores integrales, incluso operadores de convolucién,
o andlisis armoénico (integral de Fourier y series de Fourier),

@ anélisis funcional,

@ teoria de probabilidad,

@ teoria de procesos estocasticos.
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Info
[e]e]e] | Jelele]

Bibliografia principal |

¥ Walter Rudin,

Real and Complex Analysis.

¥ Halsey L. Royden, Patrick Fitzpatrick,
Real Analysis. 4th ed.

¥ Gerald B. Folland,
Real Analysis. Modern Techniques and Their Applications. 2nd ed.
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Info
[e]e]e] | Jelele]

Bibliografia principal Il

¥ Paul R. Halmos,
Measure Theory.
Litton, 1950. Springer-Verlag, 1974.

¥, José Maria Rocha Martinez,
Un primer curso de integracién de Lebesgue en Rn,
IPN.

¥ Bernard R. Gelbaum, John M. H. Olmsted,
Counterexamples in Analysis.
Dover Publications, 1992.
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Info

Actividades para la evaluacion, primera parte

@ Dos exdmenes parciales escritos.

@ Tareas simples, con muchos ejercicios numéricos,
resolver en equipos de 3 o 4 personas,

de preferencia escribir en IATEX.

Al hacer todo esto de manera perfecta,

el estudiante tiene calificacion de 9 puntos.
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Info
[e]e]e]ele]e] o]

Actividades para la evaluacion, segunda parte

e Exposiciones en clase (temas del programa),
preparar y exponer en equipos de 2 personas,
pueden escribir presentaciones en IATEX+beamer o usar las mias.

e Tareas dificiles de temas adicionales (temas fuera del programa),

resolver por equipos de 2 o 3 personas, escribir en IATEX o a mano.
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Info
[e]e]e]e]elele] )

Temario del curso

Temas preliminares.

o Medida abstracta y funciones medibles.
o Extensién de medidas.

@ Modos de convergencia de sucesiones de funciones.

Integracién abstracta.

Espacios L”.
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Temas preliminares
[ Jele}

Temas preliminares

o Légica del orden 0: A, V,®, —, <.

e Operaciones con conjuntos (N, U, \,A), comparacién de conjuntos (=, C).

AAB C (AAC) U (CAB).

o Loégica del orden 1: V, 4.

@ Operaciones con familias de conjuntos.

Ua. NA-

Jjed jed
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Temas preliminares
(o] le}

Temas preliminares

@ Familias monétonas de conjuntos.

@ Estructura de sucesiones monétonas de conjuntos:
si (A)ken Dk = Ak \ Ak—_1, entonces

vneN A, = D U A= D«
k=1 keN keN
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Temas preliminares
[efe] ]

Temas preliminares

o El eje real extendido, R = R U {—o0, +00}.

o Cotas superiores e inveriores de conjuntos.
@ Supremos e infimos de conjuntos.

@ Supremos e infimos de funciones.

o La topologia de R.
o La topologia de R.

@ Limites de sucesiones mondétonas, limites de funciones mondtonas.

@ Limites superiores e inferiores.

13/34



Medidas y funciones medibles
@®000000

Sigma-algebras de conjuntos

Sea X un conjunto y sea F C 2%,

Se dice que F es una o-algebra si
1) o eF,
2) VY e F X\YeF,

3) VA = (A )ken € FN U Ace F.
keN

El par (X, F) se llama espacio medible .
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Medidas y funciones medibles

[e] Je]e]e]e]e)

Sigma-algebras generadas por colecciones de conjuntos

Si G C 2%, entonces la o-algebra sobre X generada por G
se define como la interseccién de todas las o-algebras sobre X que contienen a G.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, entonces la o-algebra generada por 7

se llama la o-algebra de Borel de este espacio topoldgico.
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Medidas y funciones medibles
[e]e] lelele]e]

Sea (X, F) un espacio medible.

Una funcién p: F — [0, +oc] se llama medida , si

2) ues o-aditiva :
para cualquier sucesién disjunta (Ag)ken € F1,

keN

I ( U Ak) = i#(Ak)-
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Medidas y funciones medibles
[e]e]e] lele]e]

Propiedades de medidas

Medida de la unién e intersecciéon: si A, B € F, entonces

H(AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B).

La medida del complemento: si A,B € F, A C B, entonces

u(A) + u(B\ A) = u(B).

Propiedad creciente: si A,B € F, AC B, entonces u(A) < u(B).

17/34



Medidas y funciones medibles
[ee]e]e] Te]e]

Propiedades de medidas

Continuidad por abajo:  si (Ax)ken € F" y (Ax)ken /', entonces

keN

o ( U Ak) = lim_pu(An).

Propiedad subaditiva para sucesiones:  si (Ax)ken € F, entonces

keN

7 ( U Ak) < iM(Ak)'
k=1
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Medidas y funciones medibles
[e]e]e]ele] o]

Funciones medibles

Sean (X, F), (Y,#) espacios medibles.
Una funcién f: X — Y se llama F-H-medible si

VBeH  flBleF.
Notacién: M(X, F, Y, H).

Criterio de funciones reales medibles
(el codominio R se considera con la o-algebra de Borel Bg):

M(X,F,R)={f cR*: VacR f1(a +c0)] € F}.
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Medidas y funciones medibles
0000000

El dlgebra de funciones medibles

La clase M(X,F,R) es cerrada bajo:
@ las operaciones algebraicas punto a punto,
@ los supremos e infimos de sucesiones de funciones,

@ los limites puntuales de sucesiones de funciones.
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de medidas

Anillos, semianillos, etc.

Ademas de o-algebras, se consideran otras clases de colecciones de conjuntos:
@ semianillo de conjuntos,
@ semialgebras de conjuntos,
@ anillos de conjuntos,
o algebras de conjuntos,

@ clases monétonas.
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Extensién de medidas

Extension de medidas

Dada una premedida en un semianillo de conjuntos,

vamos a extenderla a la o-algebra generada.
Usaremos el concepto de medidas exteriores y la construccién de Carathéodory .
La longitud primero se define en intervalos:

A[a, b)) =b—a (a,b e R, a<b).

Los intervalos forman un semianillo.

Con la construccién de Caratheodory definiremos la medida de Lebesgue .
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Modos de convergencia
00000

Varios modos de convergencia de sucesiones de funciones

Convergencia puntual:

f,5%g <L yxeX Ve>0 keN VYn>k |f(x)—g(x) <e.

Convergencia uniforme:
5 g <2 Ve>0 JkeN VxeX Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Criterio de la convergencia uniforme, en términos de la norma-supremo:

f, 2 g e lim sup |f,(x) — g(x)| = 0.

n—oo xeX
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Modos de convergencia
(o] Jele]e]

Convergencia en medida, casi en todas partes, casi uniforme

Convergencia en medida:

filrg < Ve>0  lim p({x e X: |fi(x)—g(x)| >} =0.

Convergencia p-c.t.p.:

f LRy g L (Ix e X fi(x) £ g(x))}) = 0.

Convergencia p-c.u. (de Egérov):

ottt g L wys0 3EeF (WE)<n A XN g).
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Modos de convergencia
[e]e] le]e]

“Conjuntos de no cercania”

A(e,n) ={x € X: |fa(x) —g(x)| > ¢},

B(e, k) == |J A(e, n),

n>k
C(e) = () Ble, k),
keN
D= U C(e).
e>0
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Modos de convergencia
[e]e]e] o]

Criterios de varios modos de convergencia

(en términos de los conjuntos de no cercania)

fn—g = D=g,
fn p-c.t.p. — ,[L(D) _ 0,
f,2sg & VYe>0 3JkeN B k) =2,
p-c.u. .
fn g — Ve >0 kllm u(B(e, k)) =0,
—00
f, X g = Ve >0 Jim_ w(A(e, n)) =0.
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Modos de convergencia

[e]e]ele] ]

Comparacioén de varios modos de convergencia

fnég fn—X—>g

-c.t.p.
f, Hetp, g
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Integral de Lebesgue
[ JeJele]

Integral de Lebesgue para funciones simples positivas medibles

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea f € M(X, F, [0, +o<]).

Supongamos que f[X] = {v1,va,..., vy}, donde vi < vp < -+ < vp,.

Definimos
Ak = fﬁl[{vk}].

Definimos

/ fdu =" vi i(Ax)-
A k=1
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Integral de Lebesgue
[o] Je]e]

Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue primero se define para una clase pequefa de funciones,

luego se extiende a funciones mas generales.

En este curso, las etapas seran las siguientes:

(1
2

) primero, para las funciones simples positivas medibles,
(2) luego, para las funciones positivas medibles,
(3) luego, para las funciones reales medibles,
(4)

4) finalmente, para las funciones complejas medibles.
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Integral de Lebesgue
[e]e] o]

Convergencia de integrales

AN /Xf,,du—>/xgdu.

Ejemplo. X =R, y = la medida de Lebesgue, f, = 1[, ,11), § =0.
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Integral de Lebesgue
[e]e] o]

Convergencia de integrales

f, 5 g = /Xf,,du—>/xgdu.

Ejemplo. X =R, y = la medida de Lebesgue, f, = 1[, ,11), § =0.
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Integral de Lebesgue
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Integral de Lebesgue
[e]e] o]

Convergencia de integrales

f, 5 g = /Xf,,du—>/xgdu.

Ejemplo. X =R, y = la medida de Lebesgue, f, = 1[, ,11), § =0.
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Integral de Lebesgue
[e]e] o]

Convergencia de integrales

f, 5 g = /Xf,,du—>/xgdu.

Ejemplo. X =R, y = la medida de Lebesgue, f, = 1[, ,11), § =0.

/ fodp =1,
X

/gdﬂzO.
X
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Integral de Lebesgue
[e]e]e] )

Convergencia de integrales

@ Teorema de la convergencia monétona.
o0 o0
° / (an> d,u:Z/ fodp  para f, > 0.
X\ k=1 k=1"X

@ Lema de Fatou.

Teorema de la convergencia dominada.
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Espacios LP
[ Jele)

Funciones convexas

Conjuntos convexos.

Funciones convexas.

(]

Convexidad de la funcién exp (definida en R).

Desigualdad de Young:

P ba 1 1
ab< T 42 (a,bzo, +—1).
P q
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Espacios LP
000

Las seminormas extendidas N, y sus propiedades

La seminorma extendida N,:

() = [ peran)

Ni(f g) < Np(f)Ng(g),

Desigualdad de Minkowski (propiedad subaditiva de Np):

Desigualdad de Holder:

Np(f +g) < Np(f) + Np(g)-

33/34



Espacios LP
[e]e] )

Definicién del espacio L

Espacio de funciones p-integrables:

LP(X,p) = {f € M(X,F,C):  Ny(f) < +o0}

Subespacio de funciones que se anulan p-c.t.p.:

Z = {f € M(X,F,C): L2 o))
El espacio LP se define como espacio cociente:

LP(X, p) = LP(X, 1)/ Z.
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