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herramientas € asi uniforme

Objetivos:

demostrar el criterio de convergencia casi uniforme en términos de los conjuntos

Ale,n) = {x € X: |fp(x) — g(x)| > ¢}, B(e, k) == |J A(e, n).
n>k

Luego demostrar el teorema de Egorov.

Prerrequsitos:

criterios de la convergencia puntual y uniforme en términos de los conjuntos auxiliares,
propiedad decreciente de B(g, k) respecto a ambas variables,

propiedad o-subaditiva de medida,

teorema sobre la medida de la interseccién de una sucesién decreciente.



@ Repaso de herramientas

@ Convergencia casi uniforme

© Comparacién con otros modos de convergencia
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@ Repaso de herramientas



Repaso de herramientas
00000000000

Definicion de los conjuntos auxiliares

Sean X un conjunto, f,: X — C paracadanen N, g: X —» C.

Definimos
Ae,n) = {x € X: |fo(x) — g(x)| > ¢},

B(e, k) == |J A(e, n),

n>k
C(e) = ﬂ B(e, k),
keN
D= U C(e).

e>0
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.

Luego

fo(x) == 8&(x)
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.

Luego

fo(x) —— g(x) = Je>0 VkeN dn>k |f(x)—gx)|>¢

n—oo
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.

Luego

f(x) —— &(x)

!

de>0 VkeN dn>k |f(x)—gx)|>e¢

x € U ﬂ UA(e,n)

e>0 keN n>k

!
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.

Luego

f(x) —— &(x)

!

de>0 VkeN dn>k |f(x)—gx)|>e¢

xEU ﬂ UA(e,n) = x € D.

e>0 keN n>k

!
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Convergencia de una sucesion de funciones en un punto

fo(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—gx)| <e.

Luego

f(x) —— &(x)

!

de>0 VkeN dn>k |f(x)—gx)|>e¢

xEU ﬂ UA(e,n) = x € D.

e>0 keN n>k

!

Proposicién (D es el conjunto de no convergencia)

{x e X: fo(x) —= g(x)} =D.
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Convergencia puntual

Definicién de la convergencia puntual:

X L wxeX  f(x) — g(x).

n—oo n—oo
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Convergencia puntual

Definicién de la convergencia puntual:

X def

Escribimos lo mismo con 4 cuantificadores:
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Convergencia puntual

Definicién de la convergencia puntual:

X def

Escribimos lo mismo con 4 cuantificadores:

fo——g = VxeX Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.
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Convergencia puntual

Definicién de la convergencia puntual:

X def

Escribimos lo mismo con 4 cuantificadores:

fo——g = VxeX Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.
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Convergencia puntual

Definicién de la convergencia puntual:

X def

Escribimos lo mismo con 4 cuantificadores:

fo——g = VxeX Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.
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Convergencia uniforme

Definicion:

FE g < ves0 JkeN Vn>k YxeX |fi(x)—gx)| <e.
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Convergencia uniforme

Definicion:

FE g < ves0 JkeN Vn>k YxeX |fi(x)—gx)| <e.

Proposicién (criterio de la convergencia uniforme en términos de la

seminorma-supremo)

Ve >0 JdkeN Vn > k Vx € X Ifa(x) — g(x)| < e

= lim sup |f,(x) — g(x)| = 0.

n—oo xeX
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Convergencia uniforme en términos de B(e, k)

Proposicién (criterio de convergencia uniforme)

X
f=g <=
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Convergencia uniforme en términos de B(e, k)

Proposicién (criterio de convergencia uniforme)

fXg <« Ve>0 3JkeN Bl k) =2.
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Convergencia uniforme en términos de B(e, k)

Proposicién (criterio de convergencia uniforme)

fXg <« Ve>0 3JkeN Bl k) =2.

Proposicién (criterio de convergencia uniforme fuera de un conjunto)

f ::>X\Y g —
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Convergencia uniforme en términos de B(e, k)

Proposicién (criterio de convergencia uniforme)

fXg <« Ve>0 3JkeN Bl k) =2.

Proposicién (criterio de convergencia uniforme fuera de un conjunto)

FEAY ¢ = Ve>0 3keN Bk CY.
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Monotonia de los conjuntos auxiliares

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces
B(e, k + 1) C B(e, k).
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Monotonia de los conjuntos auxiliares

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces

B(e, k +1) C B(e, k).

Proposicién (A(e, n), B(e, k), C(e) decrecen respecto a ¢)

Si0<e; <ep, n k €N, entonces

A(e2, n) C A(e1, n), B(e2, k) C B(ex, k), C(e2) C C(ey).
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Monotonia de los conjuntos auxiliares

Proposicién (para € fijo, B(e, k) decrece respecto a k)
Sie >0, k € N, entonces
B(e, k + 1) C B(g, k).

Proposicién (A(e, n), B(e, k), C(e) decrecen respecto a ¢)

Si0<e; <ep, n k €N, entonces

A(e2, n) C A(e1, n), B(e2, k) C B(ex, k), C(e2) C C(ey).

Proposicién (D se escribe como una unién numerable)

D= (] C(1/m).

meN
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Trabajemos con funciones medibles

Ahora supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida,
fn € M(X,F,C) para cada n,y g € M(X,F,C).
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Trabajemos con funciones medibles

Ahora supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida,
fn € M(X,F,C) para cada n,y g € M(X,F,C).

Entonces las funciones h, := |f, — g| son F-medibles.



Repaso de herramientas
[e]e]e]e]e]ele] lelele)

Trabajemos con funciones medibles

Ahora supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida,
fn € M(X,F,C) para cada n,y g € M(X,F,C).

Entonces las funciones h, := |f, — g| son F-medibles.

A(e,n) = {x € X: |fo(x) — g(x)| > e} = h™H[e, +oo[ ].
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Trabajemos con funciones medibles

Ahora supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida,
fn € M(X,F,C) para cada n,y g € M(X,F,C).

Entonces las funciones h, := |f, — g| son F-medibles.

Ale,n) ={x e X: |fo(x) —g(x)| >} = h_l[[e,—l—oo[].
El intervalo [e, +00[ es un subconjunto cerrado de R, por eso es Borel-medible en R, y

A(e,n) € F.
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Trabajemos con funciones medibles

Ahora supongamos que (X, F, i) es un espacio de medida,
fn € M(X,F,C) para cada n,y g € M(X,F,C).

Entonces las funciones h, := |f, — g| son F-medibles.
Ale.n) = {x € X: [f(x) = g(x)| > £} = h*[[e.+oc[ .
El intervalo [e, +00[ es un subconjunto cerrado de R, por eso es Borel-medible en R, y
A(e,n) € F.

La o-algebra F es cerrada bajo uniones e intersecciones numerables,

luego todos los conjuntos B(e, k), C(g), D pertenecen a F.
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Convergencia casi en todas partes

Definicion:

ISR e (ke X: () (D) = 0.

n—o0 n—oo

En otras palabras,
p-c.t.p.
fh ——
n—o0
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Ejercicios

Ejercicio.
Demostrar que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual,

usando las definiciones con 4 cuantificadores.

Ejercicio.
Demostrar que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual,

razonando en términos de B(e, k), C(¢) y D.

Ejercicio.
L X . X
Recordar algtin ejemplo, cuando f, — g, pero no se tiene f, = g.
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Ejercicios

Ejercicio.

Explicar por qué la convergencia puntual implica la convergencia pu-c.t.p.

Ejercicio.
. p-c.t.p. X
Dar un ejemplo cuando f, ——— g, pero f, —— g.
n—oo n—oo
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@ Convergencia casi uniforme
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Convergencia casi uniforme

Igual que antes, suponemos que (X, F, i) es un espacio de medida,
y las funciones f,: X — C, g: X — C son F-medibles.
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Convergencia casi uniforme

Igual que antes, suponemos que (X, F, i) es un espacio de medida,
y las funciones f,: X — C, g: X — C son F-medibles.

Definicién:
£ p-c.u. def X\E
h—g — Vn >0 JE e F (u(E)<n A fn:>g)-
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Convergencia casi uniforme

Igual que antes, suponemos que (X, F, i) es un espacio de medida,
y las funciones f,: X — C, g: X — C son F-medibles.

Definicion:

f, L e L yys0 3EEF (u(E)<n A S ).

Dmitri Egorov (1869-1931), se pronuncia [iegérof].
Algunos de los alumnos: Pavel Alexandrov, Nikolai Luzin.
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Criterio de convergencia casi uniforme en términos de B(e, k)

Teorema

p-c.u.

fp—=g = Ve >0 Jim w(B(e, k)) = 0.
—00

Es el resultado principal de esta unidad del curso.
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Demostracion: la necesidad

=—. Supongamos que f, SN g.



Convergencia casi uniforme
[e]e]e] lelelele)

Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00
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Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.
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Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.

Sea i > 0. Utilizando la suposicién f, e g encontramos E en F tal que
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Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.
Sea i > 0. Utilizando la suposicién f, e g encontramos E en F tal que

X\E
wWEy<n vy fh=—=g.
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Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.
Sea i > 0. Utilizando la suposicién f, e g encontramos E en F tal que
X\E

wWEy<n vy fh=—=g.

X\E
Por el criterio de f, :\> g,
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Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.
Sea i > 0. Utilizando la suposicién f, e g encontramos E en F tal que
X\E

wWEy<n vy fh=—=g.

o X\E
Por el criterio de f, :\> g, encontramos m en N tal que B(e, m) C E.



Convergencia casi uniforme
[e]e]e] lelelele)

Demostracion: la necesidad

—. Supongamos que f, === g.
Sea ¢ > 0. Queremos demostrar que klim w(B(e, k)) =0, esto es,
— 00

Vn >0 dmeN  Vk>m w(B(e, k)) < n.

Sea i > 0. Utilizando la suposicién f, e g encontramos E en F tal que

Por el criterio de f, X:\E> g, encontramos m en N tal que B(e, m) C E.
Si k> m, entonces B(e, k) CB(e,m) y wu(B(e k) <u(E)<n.
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00

Esto significa que
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00

Esto significa que

Ve>0 Vd>0 3K(e,0) w(B(e, K(e,9))) <.
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00

Esto significa que
Ve>0 Vd>0 3K(e,0) w(B(e, K(e,9))) <.

Sea 1 > 0. Vamos a construir un conjunto E € F tal que
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00

Esto significa que
Ve>0 Vd>0 3K(e,0) w(B(e, K(e,9))) <.

Sea 1 > 0. Vamos a construir un conjunto E € F tal que
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Demostracion de la suficiencia, inicio

<. Supongamos que
Ve >0 lim p(B(e, k)) = 0.
k—o00

Esto significa que
Ve>0 Vd>0 3K(e,0) w(B(e, K(e,9))) <.
Sea 1 > 0. Vamos a construir un conjunto E € F tal que

M(E)<?7 A fn:>g-

Idea: construir el conjunto E como la unién de ciertos B(e, K(e, 9)).
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Demostracién de la suficiencia, construccién principal

Sabemos que
Ve>0 V5>0 3FK(e,0) w(B(e, K(e,9))) <. (1)
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Demostracion de la suficiencia, construccién principal

Sabemos que
Ve>0 V5>0 3FK(e,0) w(B(e, K(e,9))) <. (1)

1
Sean >0. Aplicamos (l)con e=—=- 'y d§= 2% . Obtenemos
p

Pongamos
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Demostracion de la suficiencia, cota superior para la medida de E

o= K (5og ) n(BA/pke)) < g Ei= U BU/pko)
p=1
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Demostracion de la suficiencia, cota superior para la medida de E

=K (Zo5) . B k) < g E=B(/pk)
p=1

Demostremos que u(E) < 7.
Usamos la propiedad subaditiva de u:

n(E) <
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Demostracion de la suficiencia, cota superior para la medida de E

Demostremos que u(E) < 7.
Usamos la propiedad subaditiva de u:

W(E) < S u(B(1/p, ky)) <
p=1
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Demostracion de la suficiencia, cota superior para la medida de E

=K (Zo5) . B k) < g E=B(/pk)
p=1

Demostremos que u(E) < 7.
Usamos la propiedad subaditiva de u:

WE) < S n(BU/p k) < 3 2L =
p=1

p=1
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Demostracion de la suficiencia, cota superior para la medida de E

=K (Zo5) . B k) < g E=B(/pk)
p=1

Demostremos que u(E) < 7.
Usamos la propiedad subaditiva de u:

W(E) < S u(B(1/p,ky) i;

p=1
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E o
Vamos a demostrar que f, == g, usando el criterio que probamos antes:
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E o
Vamos a demostrar que f, == g, usando el criterio que probamos antes:

25 e =  Ve>0 3meN B(e,m)CE.
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E o
Vamos a demostrar que f, == g, usando el criterio que probamos antes:

25 e =  Ve>0 3meN B(e,m)CE.

Sea e > 0.
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E o
Vamos a demostrar que f, == g, usando el criterio que probamos antes:

25 e =  Ve>0 3meN B(e,m)CE.

Sea ¢ > 0. Elijamos un p en N con % < €. Entonces
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E
Vamos a demostrar que f, :\> g, usando el criterio que probamos antes:
X\E
fr—=g = Ve >0 dmeN B(e,m) C E.

Sea ¢ > 0. Elijamos un p en N con % < €. Entonces

B(&, kp) g
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E
Vamos a demostrar que f, :\> g, usando el criterio que probamos antes:
X\E
fr—=g = Ve >0 dmeN B(e,m) C E.

Sea ¢ > 0. Elijamos un p en N con % < €. Entonces

B(e, kp) C B(1/p, kp) -
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Demostracién de la suficiencia, convergencia uniforme fuera de E

E = Ej B(1/p, kp).
p=1

X\E
Vamos a demostrar que f, :\> g, usando el criterio que probamos antes:
X\E
fh——g — Ve >0 dme N B(e,m) C E.
Sea ¢ > 0. Elijamos un p en N con % < €. Entonces

B(e, kp) € B(1/p, kp) C E.

Con esto se termina la demostracion del teorema.
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £== g Entonces f, -~ g.
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £== g Entonces f, -~ g.

Demostracién. Para cada ¢ > 0 y cada k en N, tenemos C(g) C B(e, k),
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £== g Entonces f, -~ g.

Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £== g Entonces f, -~ g.

Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego

u(C(E)) < n(B(e, k).
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £== g Entonces f, -~ g.

Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego

u(C(E)) < n(B(e, k).
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Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego

u(C(E)) < n(B(e, k).
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

Supongamos que f, £ g, Entonces f, =% g

Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego

u(C(E)) < n(B(e, k).

Pasando al limite cuando k — oo, concluimos que p(C(g)) = 0.
Escribimos D como una unién numerable y usamos la propiedad subaditiva de u:

M(D)=u<6 C(l/q> < Zu (1/9))
q=1
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Proposicién (la convergencia casi uniforme implica la convergencia c.t.p.)

-C.U. -c.t.p.
Supongamos que f, LN g. Entonces f, NaaiaN g

Demostracion. Para cada e > 0y cada k en N, tenemos C(e) C B(e, k), luego

u(C(E)) < n(B(e, k).

Pasando al limite cuando k — oo, concluimos que p(C(g)) = 0.
Escribimos D como una unién numerable y usamos la propiedad subaditiva de u:

u(D)=u<G C(l/q)<zu (1/9)) .
q=1
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Sea e > 0. Como C(e) C D, tenemos 1(C(e)) = 0. Recordamos que

C(e) =
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Demostracion. La suposicién f, prete, g significa que u(D) = 0.
Sea e > 0. Como C(e) C D, tenemos 1(C(e)) = 0. Recordamos que
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Jim pu(B(e, k) =
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Teorema (de Egorov)

Supongamos que  f, Hretp, g vy wm(X)<+oo. Entonces f, e N

Demostracion. La suposicién f, prete, g significa que u(D) = 0.
Sea e > 0. Como C(e) C D, tenemos 1(C(e)) = 0. Recordamos que

C(e)= () Be, k).

keN

Como la sucesién (B(e, k))ken es decreciente y pu(X) < 400,

Jim pu(B(e, k) = p(C(€)) =0. =
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Sean X = [0, 4+00),
fa(x) = exp(—(x — n)?),
g(x)=0.
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Contraejemplo con p(X)

Sean X = [0, 4+00),

2
fa(x) = exp(—(x — n)?),
g(x) =0.
X
‘ Entonces f, — g,
0 1 2 3 4 5

p-c.u.
pero no se cumple f, — g.
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Ejercicios

Ejercicio. Demostrar que si f, = g, entonces f, HER g.

Ejercicio. Demostrar que si f, ==——=> g, entonces f, * g.

Recordemos que, por definicién,

f, L g = Ve >0 lim_ w(A(e, n)) = 0.



asi uniforme Comparacién con otros modos de convergencia

[e]e]e]ee] ]

Hemos estudiado el concepto de la convergencia casi uniforme (de Egérov).

Es uno de varios modos de convergencia.
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