Propiedades del operador adjunto
(en espacios de Hilbert)

Objetivos. Dado un espacio de Hilbert H, estudiar propiedades de la correspondencia
S — S* donde S € B(H).

Prerrequisitos. Definicién del operador adjunto.

En este tema suponemos que H es un espacio de Hilbert.

Dado S en B(H), denotamos por fs a la forma sesqulineal acotada mediante la regla

fs(z,y) = (Sz,y).

Definimos Q2: B(H) — S(H), §2(S) = fs. Esta correspondencia entre B(H) y S(H) es un
isomorfismo isométrico de espacios normados.

Ya sabemos que para cada S en B(H) existe un tnico T en B(H) tal que f& = fr, esto
es,
Ve,ye H o (Sz,y) = (z,Ty).

Este operador T' se llama el operador adjunto de S y se denota por T™.

1 Proposicién (la propiedad involutiva de la operacién ). Sea S € B(H). Entonces
(") =8.
Primera demostracion. Para cada x,y en H, por la definicién de S* y (S*)*,

(Sz,y) = (z,S"y) = (S*y,x) = (y, (S*)*z) = ((57) 2, y).

De aqui concluimos que (S*)* = S. O

Segqunda demostracion. Para cada x,y en H,

(S*x,y) = (y, S*z) = (Sy,z) = (x, Sy).

Esto significa que el operador S hace el papel que debe de hacer el operador (S*)*. Por
la unicidad del operador adjunto, concluimos que (S*)* = S. O

Las siguientes proposiciones se pueden demostrar con ayuda de las mismas ideas, por eso
sus demostraciones se dejan como ejercicios.
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2 Proposicién (propiedad aditiva de la operacién *). Sean Sy, Sy € B(H). Entonces
(S1+S2)" =57+ 55.
3 Proposicién (propiedad conjugada homogénea de la operacién x). Sean S € B(H),

A € C. Entonces B
(AS)" = \S™.

4 Proposicién (el operador adjunto del producto de dos operadores lineales acotados).
Sean Sy, Sy € B(H). Entonces
(S152)" = S557.
5 Proposicién (sobre la norma del producto S*S). Sea S € B(H). Entonces
1S*S| = 15571l = 1IS|I*.
Demostracién. Por un lado, ||S*S|| < [|S*]| ||S]| = ||S]|*. Por otro lado, para cada x en H,
ISz||* = (Sw, Sz) = (S*Sz,x) = [{$"Sz,z)| < ||S"S| |=]*.

De aqui se sigue que ||S]| < 1/||S*S]|. Hemos demostrado que ||S*S|| = ||S]|?. Sustituyendo
S* en lugar de S obtenemos la igualdad ||SS*|| = ||S||*. O

6 Proposicién (el complemento ortogonal de la imagen y el niicleo del operador adjunto).
Sea S € B(H). Entonces

im(S9)* = ker(S*).
Demostracion. Sea y € H. Entonces

€

y€im(S)” <= Vzeim(S) yl=z
< VereH (y,52)=0
<— VereH (S'y,x)=0
— S'y=0py
< vy € ker(5"). O

7 Corolario. Sea S € B(H). Entonces

cl(im(9)) = ker(S*)*.
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