Desigualdad de Young

Objetivos. Demostrar la desigualdad de Young usando la convexidad de la funcién ex-
ponencial. Estudiar el caso de igualdad en la desigualdad de Young.

Requisitos. Funciones convexas, criterio de funcién convexa en términos de su segunda
derivada, la segunda derivada y funciones estrictamente convexas.

Aplicaciones. Desigualdad de Holder.

En este tema denotamos por expg a la funcién exponencial restringida al eje real:

© _k

x

expg: R = R, expg(z) = E ik
k=0

1 Proposicién (convexidad de la funcién exponencial). La funcién expg es conveza, esto
es, para cualesquiera o, 5 >0 con o+ 3 =1, se cumple la desigualdad

expg (ax + By) < avexpg(x) + 5 expr(y). (1)
Demostracion. La segunda derivada de expy es estrictamente positiva en cada punto:
expp () = expg(x) > 0.
Por el criterio de funciones convexas, concluimos que expp es convexa. O

1 1
2 Definicién (exponentes conjugados). Dos numeros p,q > 1 tales que — + — = 1 se

llaman exponentes conjugados. Otro nombre adecuado seria exponentes complementarios.

3 Proposicién (criterio de exponentes conjugados). Sean p,q > 1. Entonces

1

1
. 521 — (p—1)g=p — (¢—Lp=q.

1 1
4 Proposicién (desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que — + — = 1, y sean
p q

a,b> 0. Entonces
al bl
ab < — + —. (2)
p q
Demostracion. Si a = 0 o b = 0, entonces el lado izquierdo de la desigualdad (2) es 0,
mientras al lado derecho es no negativo, y la desigualdad se cumple.
Sean a > 0 y b > 0. Entonces (2) se obtiene de (1) al hacer el siguiente cambio de

variables: .
,  B=-,  x=plnla), y=qln(). O
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El caso de igualdad en la desigualdad de Young

5 Proposicién (convexidad estricta de la funcién exponencial). La funcion expg es es-
trictamente conveza, esto es, para cualesquiera x,y en R con x # y y cualesquiera o, 8 > 0
con a+ 8 =1, se cumple la desigualdad

expr(az + By) < aexpg(r) + Bexpg(y). (3)

Demostracion. Se sigue del criterio de funciones estrictamente convexas en términos de
la segunda derivada. O

6 Proposicidon (criterio de igualdad en la desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que

—+—=1, y sean a,b > 0. Demostrar que
P e
ab=" + = = af = b (4)
p q

Demostracion. Si aP = b?, entonces
p—1

@ = (a?)7 = (b7)7 = b,

luego
a? b1 a? aP
— 4+ —=—+—=ad"=a-a""' =ab.
p q p q

Ahora supongamos que a? # b?. Pongamos
x = In(a”), y = In(b?).

Entonces = # vy,
x =p In(a), = ¢ In(b).

Aplicamos (3) con estos z,y y con o = %, b= é. Obtenemos que

ppa
ab = expg(In(a) + In(b)) = expy (ax + By) < aexpg(z) + Bexpy(y) = % + ra [

7 Tarea adicional. Encontrar otras demostraciones de la desigualdad de Young y del
criterio de igualdad en la desigualdad de Young (Proposiciones 4 y 6).
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