Desigualdades de Young, Holder y Minkowski

Objetivos. Demostrar las desigualdades de Young, Holder y Minkowski.

Requisitos. Funciones convexas, criterio de funcién convexa en términos de su segunda
derivada, la integral de Lebesgue, propiedad monétona de la integral de Lebesgue.

Desigualdad de Young

1. Convexidad de la funcién exponencial. En este tema denotamos por exp a la
funcion exponencial restringida al eje real:

<k
exp: R — R, exp(z) = Z %
k=0

La segunda derivada de esta funcién es positiva en cada punto:
exp”(z) = exp(z) > 0,

luego la funcién exp es convexa. Esto significa que para todos =,y € R y todos o, 5 > 0
con o + = 1 se cumple la desigualdad

exp(ax + fy) < aexp(z) + Bexp(y). (1)

1 1
2. Exponentes conjugados. Dos nimeros p,q > 1 tales que — + — = 1 se llaman
p q

exponentes conjugados. Tal vez otro nombre adecuado seria exponentes complementarios.
Es facil ver que la condicion % + % = 1 se puede escribir también en la siguiente forma
equivalente:

(p—Lag=p (2)
. 1 1

3. Desigualdad de Young. Sean p,q > 1 tales que — 4+ — =1, y sean a, b > 0. Entonces
p g

p q
< P (3)
p q

Demostracion. Si a = 0 o b = 0, entonces el lado izquierdo de la desigualdad (3) es 0,
mientras al lado derecho es no negativo, y la desigualdad se cumple. Sean a > 0y b > 0.
Entonces (3) se obtiene de (1) al hacer el siguiente cambio de variables:

1
oa=—, B=-, r = pln(a), y = qIn(b). O
p q

4. Tarea adicional. Encuentre otras demostraciones de la desigualdad de Young.
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Desigualdad de Holder

5. Teorema (desigualdad de Hdolder para funciones positivas). Sean (X, J, 1) un
espacio de medida, f,g € M(X,F,R;) y p,q > 1 tales que % + é = 1. Entonces

1/p 1/q
/fgdué /fpdu /quu : (4)
X b's X
Demostracion. Denotemos por a y 5 a los factores que estan en el lado derecho de (5):
1/p 1/q
o= /fpdu , 8= /quu
X b's

Si a = 0, entonces f = 0 casi en todas partes, y la desigualdad (5) se convierte en
la igualdad trivial 0 = 0. De manera similar se considera el caso cuando § = 0. Si
a>0,>0y a=+400 0 ff =400, entonces el lado derecho de (5) es +oo, y (5) se
cumple de manera trivial.

Consideremos el caso principal cuando « y  son numeros finitos y estrictamente
positivos: a, f € (0,+00). Denotemos por u y v a las funciones que se obtienen de fy g
después de normalizarlas de la siguiente manera:

I )
= =3
Entonces ) )
P, = P ], — qq, — — a0, —
/udu—&p/fd,u—l, /vd,u—ﬁq/gdu—l.
X X X X

Para todo x € X aplicamos la desigualdad de Young (3) a los nimeros u(z) y v(z):

luego integramos ambos lados sobre X respecto a la medida u:

1 1
/uvd,uﬁ——l——:l.
p g
X

Hemos demostrado que a—lﬁ Jxuwvdp <1, estoes, [ fgdu < ap. O

6. Teorema (desigualdad de Holder para funciones reales o complejas). Sean
(X, JF, ) un espacio de medida, f,g € M(X,F,C) y p,q > 1 tales que %—i—é = 1. Entonces

1/q

1/p
| f] gl dp < | fIP dp lglfdu | . (5)
[ { fura) |

X

Desigualdades de Young, Holder y Minkowski, péagina 2 de 4



Demostracion. Aplicamos el Teorema 5 a las funciones |f| y |g| en vez de f y g, respec-
tivamente. [

7. Observacién (la desigualdad de Hélder para los casos p =1y p = 00). Luego
vamos a definir el supremo esencial de una funcién medible no negativa (definida en un
espacio de medida) y mostrar que la desigualdad de Holder tiene sentido para p = 1y
q = +00, 0 bien para p=+o0y q = 1.

8. Tarea adicional. Sean (X,J,u) un espacio de medida, p,q > 0 con %—i—% = 1.
Determine qué condicion sobre las funciones f y ¢ es necesaria y suficiente para que la
desigualdad de Holder se convierta en una igualdad.

El siguiente teorema se llama a veces “el teorema inverso de Holder”.

9. Teorema. Sean (X,F, 1) un espacio de medida, p,q > 1 tales que i + % =1, y sea

f € M(X,7,C) tal que 0 < @ < 400, donde a = ([ |f| d,u)l/p. Entonces existe una
funcion g € M(X, F,C) tal que

Jlalran=1 v [redn=a (6)

Idea de demostracion. Para todo punto x € X definimos g(x) de la siguiente manera:

_ Jarif@)r fx), si f(z) #0;
gl@) = {0, si f(x) =0.

Se puede verificar que g € M(X,F,C). Con ayuda de (2) se prueba facilmente que se
cumplen las propiedades (6). ]

10. Observacion. Los Teoremas 6 y 9 juntos implican que
1/p

Jisran) =swd| [roan s gemxso. [gram-1p. @
X X X

Después de definir los espacios LP(X,J,C), veremos que (7) describe la norma || - ||, en
términos de la norma || - ||,. Ademas la identidad (7) (o los Teoremas 6 y 9 juntos) hace
un papel importante en la descripcién del espacio dual del espacio LP(X, F, C).
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Desigualdad de Minkowski

11. Teorema. Sean (X,J, ) un espacio de medida, f,g € M(X,F,C) y p € [1,+00).

Entonces
1/p

1/p 1/p
[irsgran) < { [isran] +{ [oran) - 0
b's X b's
Demostracion. En el caso p = 1 la demostracién es muy simple:

J15+sldu< [Us1+loban= [ 1f1du+ [ Ioldu

X

Sea p > 1. Si al menos uno de los sumandos en el lado derecho de (8) es infinito, entonces
la desigualdad se cumple. Supongamos que ambos sumandos son finitos. Definimos un
conjunto auxiliar:

V={eeX: [f(@)] = |g(=)]}
Entonces para todo x € Y acotamos |f(x) 4+ g(z)| por 2|f(z)]:

|F (@) + g(2)] < |f(@)] + ()] < 2[f(2)],

y para todo x € X \ 'Y acotamos |f(x)+ g(x)| por 2|g(x)|. Usando estas cotas mostramos
que la funcién |f + g|P es integrable:

/|f+9|”du=/|f+glpdu+ / |f+gPdu
X Y

X\Y

§2p/|f|pdﬂ+2p / |g|pdﬁb§2p/|f|pdu+2p/]g]pd,u<+oo.
Y X X

X\Y

Si [y |f+gl? di = 0, entonces la desigualdad es obvia. Suponemos que [ |f+g[? du > 0.
Escribimos | f + g|? en forma

[f+gl" =1f+gllf + 9" < |fILf+ 9P~ + gl [f + g7,
luego integramos ambos lados y aplicamos la desigualdad de Holder:

1/p 1/p 1/q

Jirsarans || [isran) +{ [lodn [1s+avan) o)
X X X X

1
p

(fX ‘f+g|p)l/q y notamos que 11—

q

De la condicién + + é = 1 se sigue que ¢(p — 1) = p. Dividimos ambos lados de (9) entre

[]

1
>
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