Teorema de Tonelli

Objetivos. Demostrar el teorema de Tonelli. Conocer un contraejemplo que muestra la
importancia de la condicién que las medidas son o-finitas.

Requisitos. Definicion del producto de medidas.
1 Teorema (sobre las integrales de medidas de secciones de un conjunto medible, repaso).

Sean (X, F, 1) y (Y, G,v) espacios de medidas o-finitas. Para cada @ en F x G, definimos
vgo: X = [0,400], ¥g: Y — [0,400] mediante las siguientes reglas:

po(z) =v(Q,)  (z € X), Voly) =n(@Q%)  (yey).

Entonces, para cada (Q en F x G,

¥YQ GM(X’377 [07+OO])7 wQ EM(Y797[Oa+OO])’ /¢Qdu:/¢QdV'
X Y

2 Definicién (producto de medidas, repaso). Sean (X, F, u) y (Y, G, ) espacios de me-
didas o-finitas. Para cada QQ en F x G, pongamos

(hxv)(Q) = /socz dp.

X

Por el teorema demostrado anteriormente,

(% )(Q) = [ vo

La propiedad o-aditiva de p x v se sigue del teorema sobre la integral de la serie de
funciones positivas.

3 Teorema (Tonelli). Sean (X,F,u) y (Y,G,v) espacios de medidas o-finitas, y sea
feMX xY,F xG,0,+00]). Definimos u: X — [0, +0o0], w: Y — [0, +0o0],

u(z) = /fx dv (x € X), w(y) = /fy du (yey).

Entonces, u € M(X, F, [0, +00]), w € M(Y, G, [0, +x]), v

/uduz/fd(uxy):/wdu.

X XxXY Y
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Demostracion. 1. Como f es F x G-medible, sus secciones f, y f¥ son medibles, asi que
todas las integrales tienen sentido.
2. Supongamos que Q € F x Gy f = L. Entonces,

0, siyé¢ Qu;

si(m,y)GQ,: L, siy€Qa,
0, si(z,y)¢Q;

fo(y) = f(z,y) = 1g(x,y) = {1’

Por eso

u(z) = / 1o, dv = Q) = polz).

Usando la definiciéon de la medida p X v, concluimos que

[ ratxn) = [ toduxn) = ux @ = [vodu= [udp

XxY XxY X X

De manera similar, se puede probar que

fo) = Tou(@),  wly) = / Lov du = u(QY) = voly).

Aplicamos el Teorema 1:

(3 )(Q) = [ voly) = [wa

Y Y

3. Por la propiedad aditiva de la medida y por las propiedades lineales de la integral, la
afirmacién es cierta también para funciones simples medibles positivas.

4. Consideremos el caso general: f € M(X xY,Fx G, [0, +00]). Escogemos una sucesién
creciente (S, )neny en SM(X x Y, F x G, [0, +o¢]) tal que s, — f. Pongamos

b(z) = / (sn)dv  (z€X).

Y

De la condicién s, < s,y se sigue que t, < t, 1. Ademas (s,), — fz, v por el teorema
de la convergencia mondtona
u(xr) = lim t,(z).

n=r00
Por el inciso 3,
/tndu = / Spd(p x v).
X XxY

Pasamos al limite cuando n — oo y por el teorema de la convergencia monotona obtenemos
el resultado. O
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4 Corolario. Sean (X,F,u) y (Y,G,v) espacios de medidas o-finitas, y sea f € M(X X
Y,F x G,C). Entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes:

(a) / / (@, y)] dv(y) | dua) < +oo,

(b) / / @)l dp() | duly) < +oo,

(c) fEL X XY, T xG,uxv).
Demostracion. Aplicar el teorema de Tonelli a la funcién |f|. O

5 Ejemplo. Mostremos que es esencial la condicién que p y v son o-finitas. Sean X =
Y =[0,1], p es la medida de Lebesgue y v es la medida de conteo. Aqui la medida v no
es o-finita. Denotemos por D a la diagonal del cuadrado [0, 1]

D = {(z,z): z€]0,1]}.

Notamos que D el la interseccién de los conjuntos elementales

por eso D pertenece a la o-algebra F x G.
Definimos f como la funcién caracteristica de D. Para cada x en [0, 1], tenemos

/fxydu /1{3;}01,/1
//fxydy

Por otro lado, para cada y en [0, 1],

/fxyd,u /1{y}du—0
X

asi que

asi que

[ [ femaue) | avw) =0
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