Teoremas de Tonelli y Fubini

Objetivos. Demostrar teoremas de Tonelli y Fubini, conocer contraejemplos que mues-
tran la importancia de algunas condiciones de estos teoremas.

Requisitos. Definicion del producto de medidas.

1. Teorema sobre las integrales de medidas de secciones de un conjunto medible
(repaso). Sean (X,F,u) y (Y,G,v) espacios de medidas o-finitas, y sea ) en F ® G.
Pongamos

p(r) =v(Q:)  (v€X), v(y) =w@)  (yeY).
Entonces ¢ € M(X, F,[0,4+00]), ¥ € M(Y, G, [0, +00]), ¥
/gpdu:/z/)du.

2. Producto de medidas (repaso). Sean (X,F,u) v (Y,G,v) espacios de medidas
o-finitas. Para cualquier Q en ¥ ® § pongamos

(MXW@%—/WQJWQ)

X

Por el teorema demostrado anteriormente,
(X v) / w(QY) dv(y
Y
La propiedad o-aditiva de p x v se sigue del teorema sobre la integral de la serie de
funciones positivas.

3. Teorema de Tonelli. Sean (X, F, u) v (Y, 9, v) espacios de medidas o-finitas, y sea
feMX xY,F®G,[0,+0o0]). Pongamos

0= [ L (@ex) = [ fan wey)
Entonces ¢ € M(X, &, [0, 4+00]), ¥ € M(Y, G, [0, +o0]), ¥
/gpdu—/fdqu /wdy
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Demostracion. 1. Como la funcion f es F ® G-medible, sus secciones f, y fY son medibles,
asi que todas las integrales tienen sentido.
2. Supongamos que Q € F® Gy f = 1. Entonces

1, si(xjy)eQ,_{l, Siye Qe

fe(y) = f(z,y) = 1Q(x7y) = {0 si (z,y) ¢ Q; -

Por eso

o) = [ 10, dv=r(Qu).
Y
Usando la definicién de la medida g X v, concluimos que

[ tadtx ) = xn@ = [v@) = [odu

XxY X X

De manera similar, se puede probar que
@) =1ole),  vl)= [ lovdn= @),
X

Por el Teorema 1,

Q) = / w(QY) du(y).

/ lod(p x v) :/wdy.

XXY X

esto es,

3. Por la propiedad aditiva de la medida y de la integral, la afirmacién es cierta también
para funciones simples medibles positivas.

4. Consideremos el caso general: f € M(X xY,F®G, [0, +00]). Escogemos una sucesién
creciente (S, )neny en SM(X X Y, F® G, [0, +00]) tal que s,, — f. Pongamos

= [ rex)

Y

De la condicién s, < s,.1 se sigue que @, < @,41. Ademas (s,). — fz, v por el teorema
de convergencia monotona

pla) = lim o, (z).

n—oo

/gpndu: / Spd(p X V).

X XxY

Por el inciso 3,

Pasamos al limite cuando n — oo y con el teorema de convergencia mondtona obtenemos
el resultado. O
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4. Corolario. Sean (X, F, u) y (Y, G, v) espacios de medidas o-finitas, y sea f € M(X x
Y,F ® G,C). Entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes:

(a) / / @)l dv(y) | du(z) < +oo,

X Y

(b) / / (@) du(z) | dvly) < +oo,

v \X
(¢c) fELNMX XY, T®G,uxv).
Demostracion. Aplicar el teorema de Tonelli a la funcién |f|. O

5. Teorema de Fubini. Sean (X,F, u) v (Y, G, v) espacios de medidas o-finitas, y sea
fell (X xY,F®G,C). Entonces f, € L'(Y,§,v) para casi todo punto z en X, f¥ €
LY (X, F, u) para casi todo punto y en Y, las funciones ¢ y v definidas en casi todos puntos
mediante

pz) = [ fodv (v €X), Ply)= [ ffdp  (y€Y),
/ /
son integrables, y
pdu= [ fdlpxv)= [ pdv.
[ J e

Demostracion. Obviamente el caso complejo se reduce al caso real, por eso consideremos
solamente el caso real. Pongamos

o1(x) = / (Fedv  (z€X), bily) = / Fodu  (yeY),

Y X

y de manera similar definimos 9 y 19 a partir de la funcién f_. Como f, < |f|y f- < |f],
tenemos que fy, f- € LN X xY,F® G, u x v, [0, +00]), y por el teorema de Tonelli

/901d,u: /f+d(u><V)<+oo, /@zduszd(uw)<+oo, (1)

X XXY X XXy
ast que o1, o € LY (X, F, i, [0, +00]). Pongamos
E={reX: ¢(r)=400 V ¢o(z)=+00}.
Entonces u(E) = 0. Para cada = en X \ E tenemos
Jtredv < +00. [(rv < 4ox,
Y Y
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ast que f, = (f1)s — (f2)e € LYY, G,v). Més atin, para cada  en X \ E tenemos
o(z) = p1(x) — pa(x), asi que p € LY(X,F, ). Restando las igualdades (1), obtenemos
una de las igualdades requeridas, y la otra se demuestra de manera similar. O]

6. Contraejemplo 1. X =Y = [0,1], u es la medida de Lebesgue y v es la medida de
conteo. Aqui la medida v no es o-finita. Denotemos por D a la diagonal del cuadrado
[0, 1]%

D= {(z,z): z€0,1]},

y definimos f como la funcién caracteristica de D. Entonces para cada x en [0, 1] tenemos

/f(x,y)du(y):/l{x}dyzl
/ /fxy ) dv(y

Por otro lado, para cada y en [0, 1]

/fxyd,u /1{y}d,u—0
X

asi que

asi que

[ [ v aua) ) av) o

Notamos que D el la interseccién de los conjuntos elementales

por eso D pertenece a la o-algebra F ® G.

7. Contraejemplo 2. Sea X =Y = [0,1], vy v es la medida de Lebesgue en [0, 1].
Elegimos una sucesién estrictamente creciente (ay)32, tal que ap =0y a,, — 1 cuando n
tiende a infinito. Para cada n construimos g, como una funcién real continua con soporte
en (an,a,+1) y tal que

gn(t)dt = 1.
[0,1]
Pongamos
F@y) = (gn(®) = gni1(2))gn(v)-
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Notemos que para cada (z,y) € [0,1]* solamente un término en esta serie puede ser
distinto de cero, asi que la suma tiene sentido. Se puede ver que

/ /f(fc,y)du(x) du(y) =0, / /f(w,y)du(y) dp(z) = 1.

[0,1] 0,1] [0,1] 0,1]
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