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Objetivos

Dado un espacio vectorial complejo H con producto interno,
demostrar la desigualdad de Schwarz:

Va,be H  |(a,b)|* < (a,a)(b,b).
Encontrar una condicién necesaria y suficiente para la igualdad

|(a, b)|* = (a, a) (b, b).



Introduccién
[e]e]e] o]

Algunas aplicaciones prontas

@ Demostrar la propiedad subaditiva de la norma asociada al producto interno.
@ Demostrar la continuidad del producto interno (como funcién H x H — C).

@ En particular, dado a en H, demostrar que
908: H — (Cv SOB(X) = <X7 3>,

es un funcional lineal continuo.
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Prerrequisitos

@ Productos internos en espacios vectoriales complejos.
@ La identidad de Pitagoras para el producto interno.

@ La proyeccién ortogonal de un vector sobre un subespacio unidimensional.
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Proposicién (sobre el complemento ortogonal de un subespacio unidimensional, repaso)

Sea a € H. Entonces
lin(a)t = {a}*.

Demostracién de D.
Sea x L a. Demostremos que x _L lin(a).

Para cada y € lin(a), existe A € C tal que y = \a. Luego

(x,y) = (x,Aa) = X(x, a) = 0.
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Sean a, b € H, a # 0y. Pongamos

w=b-—

Entonces w L lin(a).
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Proposicién (la proyeccién ortogonal sobre una recta y el complemento ortogonal)

Sean a, b € H, a # 0y. Pongamos

(b, a)
(a,a)

w=>b— a.

Entonces w L lin(a).

Demostracidn. Por las propiedades del producto interno,

<W7‘3> = (b, a> - \b,2)

Luego w € {a}* = lin(a)*.
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Teorema de Pitdgoras para espacios con producto interno, repaso

Proposicion
Sean u, w € H tales que u | w. Entonces

(u+w,u+w) = (u,u) + (w, w).

Demostracion. Recordamos que
(u+w,u+w) = (u,u) +2Re((u, w)) + (w, w).

La suposicién u L w significa que (u, w) = 0, y se obtiene el resultado requerido.
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Comparacién de la hipotenusa con un cateto en un triangulo rectangulo

Corolario (la hipotenusa es mayor o igual que el cateto)

Sean u,w € H tales que u | w. Entonces

(u+w,u+w) > (u,u).
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Comparacién de la hipotenusa con un cateto en un triangulo rectangulo

Corolario (la hipotenusa es mayor o igual que el cateto)

Sean u,w € H tales que u | w. Entonces

(u+w,u+w) > (u,u).

Demostracion. Usamos la identidad de Pitagoras y el hecho que (w, w) > 0:

(u+w,u+ w) = (u,u) + (w,w) > (u, u).
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Desigualdad de Schwarz

Teorema
Sean a, b € H. Entonces
|(a, b)|* < (a, a) (b, b).
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Desigualdad de Schwarz

Teorema
Sean a, b € H. Entonces

|{a, b)|* < (a, a) (b, b).

En el caso H=R" o H = C", fue encontrada por Augustin Louis Cauchy (1821).
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Desigualdad de Schwarz

Teorema
Sean a, b € H. Entonces
|(a, b)|* < (a, a) (b, b).

En el caso H=R" o H = C", fue encontrada por Augustin Louis Cauchy (1821).

Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1859) noté que la desigualdad de Cauchy se puede

generalizar al producto interno definido mediante la integal.



erramientas Desigualdad de Schwarz
O@0000

Desigualdad de Schwarz

Teorema
Sean a, b € H. Entonces

|{a, b)|* < (a, a) (b, b).

En el caso H=R" o H = C", fue encontrada por Augustin Louis Cauchy (1821).

Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1859) noté que la desigualdad de Cauchy se puede

generalizar al producto interno definido mediante la integal.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1888) propuso una demostracién para la situacién

general.
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Demostracion, caso trivial

Queremos demostrar que
|(a, b)|? < (a,a) (b, b).

Si a = Oy, entonces ambos lados son cero, y la afirmacién se cumple.
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Demostracién, caso principal

Supongamos que a # 0y. Sea
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Demostracién, caso principal

Supongamos que a # 0y. Sea

u:= P,(b) = a, wi=b— u.

Entonces u € lin(a) y w € lin(a)*, por lo que u L w.
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u:= Py(b) = a wi=b— u.

Entonces u € lin(a) y w € lin(a)*, por lo que u L w.

Aplicamos el corolario del teorema de Pitagoras y calculamos (u, u):

2 2
(b, b) = (u, u) = (Ps(b), Ps(b)) = ('2:3’) (a,a) = |<<2,[;>>‘ '
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u:= Py(b) = a wi=b— u.

Entonces u € lin(a) y w € lin(a)*, por lo que u L w.

Aplicamos el corolario del teorema de Pitagoras y calculamos (u, u):

2 2
(b, b) = (u, u) = (Ps(b), Ps(b)) = ('2:3’) (a,a) = |<<2,[;>>‘ '

Multiplicamos la desigualdad obtenida por (a, a) y llegamos al resultado requerido.
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El sentido geométrico de la desigualdad de Schwarz

OH

u = P,(b)

La longitud del cateto u = P,b es menor o igual a la longitud de la hipotenusa b.
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Ejercicio

Consideramos H = L?([—m, 7]) con el producto interno

(re) = [ f(De(t)de.

—Tr

Sean f € H, n € N. Demostrar que

1
s

2 T
g/ 1£2(¢)| dt.

-/7r f(t)sen(nt)dt
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

Teorema (Generalizacion de Schur de la desigualdad de Hilbert)

Sean a, b€ CN y 0 < a < 1.Entonces

1

i) ()

sz+n—a

m=1n=1
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

Teorema (Generalizacion de Schur de la desigualdad de Hilbert)

Sean a, b€ CN y 0 < a < 1.Entonces

N
mz;zm—kn—a

i) ()

igualdad

Para la demostracién se necesitara del siguiente lema.
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

Sean ¢y, ...,c, €C, A\1,..., A\, €Zy 0 < « < 1. Entonces

/27r
0

n

Z Ckei)\kx

k=1

n

S

= Ak — @

dx > 2sin (7a)
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

Demostracion del lema. Comenzamos con la estimacién

2 27 N .
/ dx > / che’(’\k’a)xdx
0 0
W 2T
=Y ¢ / el k—)x g
k=1 70

n

- Z Ck /ZW(M_Q) edul .
0

— A — «

n

Z Cke/)\kx
k=1
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

Demostracion del lema. Comenzamos con la estimacién

/271'
0

n

Z Cke/)\kx
k=1

dx >

27 N .
/ Z Ckel()\kfa)xdx
0 k=1

W 2T
ch/ el()\kfa)xdx
k=1 70

n

Ck 2m(Ak—ar) -
“dul .
Do |l edu

k=1

Pero el médulo de la Gltima integral depende solo de «:

igualdad
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

2r(Ak—a) |
/ edu
0

—ie

iU|§7T()‘k—0¢)

—i {e"zﬂ(/\k_o‘) — 1} =—j [e’%O‘ — 1}

_jeima

|:efl-7l'04 o

e"m} = —2e "™ sin (ma).
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Ejemplo de aplicacién de la desigualdad de Schwarz

2n(A—a) . .
/ eldy = _I-GIU|§7T()\/<—01)
0
— ] |:ei27T(Ak—Oé) _ 1} — 7 [ei27ra _ 1}
= —je= ™ [ef’-m - e"m} = —2e "™ sin (ma).

Asi,

2r(Ak—a) |
/ edu| = 2sin (),
0

y se obtiene el resultado.
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Demostracion del teorema

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz

3l

1

e () ()

E E amelmXb eInX

m=1n=1
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Demostracion del teorema

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Ll ax < (Z ramF)l (;le)é

Por otro lado, usando el lema con ¢, = amb, Yy Ak = m+ n, tenemos

E E amelmXb eInX

m=1n=1

N N ] ]
Z Z amelmx bnelnx

27
/ dx / ZZa b’ ("™ dx
m=1n=1 m=1n=1
>i2sm7ra ZZ
2 m=1 n= 1n+m

Juntando ambas desigualdades se tiene el resultado.
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El caso de igualdad en la desigualdad de Schwarz

Proposiciéon

Sean a, b € H. Entonces la igualdad

’<a7 b>|2 = <a7 a> <b7 b>

se cumple si, y sélo si, los vectores a 'y b son linealmente dependientes.
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).

En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.

Consideremos el caso a # 0y. Definimos vy w como en la demostracién del teorema.
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.

Consideremos el caso a # 0y. Definimos vy w como en la demostracién del teorema.

Por la identidad de Pitagoras,

(b, b) = (u+ w,u+ w) = <<
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.

Consideremos el caso a # 0y. Definimos vy w como en la demostracién del teorema.

Por la identidad de Pitagoras,

(b, b) = (u+ w,u+ w) = <<

Concluimos que (w,w) =0y
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.

Consideremos el caso a # 0y. Definimos vy w como en la demostracién del teorema.

Por la identidad de Pitagoras,

(b, b) = (u+ w,u+ w) = <<

Concluimos que (w,w) =0y w = 0y.
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Demostracion, —

Supongamos que se cumple la igualdad:  |(a, b)|? = (a, a) (b, b).
En el caso trivial a = 0y se tiene que a, b son |.d.

Consideremos el caso a # 0y. Definimos vy w como en la demostracién del teorema.

Por la identidad de Pitagoras,

2
s, ) = (-4 0y 5 1) = ('2‘:2’) ol (2,220 = (18 1) 2 (e v

Concluimos que (w,w) =0y w = 0y. Por lo tanto, b = Aa, con A = 2225
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Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.
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Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.

Si a = Oy, entonces |(b, a)|?> = 0 = (a, a) (b, b).
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Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.
Si a = Oy, entonces |(b, a)|?> = 0 = (a, a) (b, b).

Supongamos que a # 0y. Entonces b € lin(a).



e herramientas d de Schwa je aplic El caso de igualdad
O [e]e]e] ]

Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.
Si a = Oy, entonces |(b, a)|?> = 0 = (a, a) (b, b).

Supongamos que a # 0y. Entonces b € lin(a).
Sea v € C tal que b = va.
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Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.
Si a = Oy, entonces |(b, a)|?> = 0 = (a, a) (b, b).

Supongamos que a # 0y. Entonces b € lin(a).
Sea v € C tal que b = ~ya. Entonces

(@, b)I? = {a,va)|* = [71%|(a, a) .
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Demostracion, <—

Supongamos que a y b son linealmente dependientes.
Si a = Oy, entonces |(b, a)|?> = 0 = (a, a) (b, b).

Supongamos que a # 0y. Entonces b € lin(a).
Sea v € C tal que b = ~ya. Entonces

(@, b)I? = {a,va)|* = [71%|(a, a) .

Por otro lado,
(a,a)(b, b) = (a,a)(ya,va) = |7[°|(a, a)|*.
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