
Las integrales de Riemann y Lebesgue coinciden

para las funciones continuas en intervalos cerrados

Objetivos. Demostrar que si f ∈ C([a, b],R), entonces la integral de Riemann de f
coincide con la integral de Lebesgue.

Requisitos. Integral de Riemann, sumas de Darboux, integral de Lebesgue.

Denotemos por µ la medida de Lebesgue en R.
1 Definición. Usamos la siguiente notación para las sumas de Darboux:

L(f, τ) :=
m∑
j=1

inf(f([τj−1, τj])) (τj − τj−1),

U(f, τ) :=
m∑
j=1

sup(f([τj−1, τj])) (τj − τj−1).

2 Teorema. Sean a, b ∈ R tales que a < b, y sea f ∈ C([a, b],R). Entonces,
b∫

a

f(x) dx =

∫
[a,b]

f dµ.

Demostración. Sean

J1 :=

b∫
a

f(x) dx, J2 :=

∫
[a,b]

f dµ.

Sea ε > 0. Usando el criterio de integrabilidad de Riemann en términos de sumas de
Darboux, encontramos una partición τ tal que

U(f, τ)− L(f, τ) < ε.

Notemos que
L(f, τ) ≤ J1 ≤ U(f, τ).

Definimos
vj := inf(f([τj−1, τj])), wj := sup(f([τj−1, τj])),

g :=
m∑
j=1

vj1[τj−1,τj ], h :=
m∑
j=1

wj1[τj−1,τj ].

Entonces,
g ≤ f ≤ h,

L(f, τ) =

∫
[a,b]

g dµ ≤ J2 ≤
∫

[a,b]

h dµ = U(f, τ).

Por lo tanto, |J1 − J2| < ε. Como ε > 0 es arbitrario, concluimos que J1 = J2.
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