El lema de Riemann—Lebesgue
para los coeficientes de Fourier

Teorema 1. Sea f € Ly, _..(R). Entonces

lim f, = 0. (1)

|k|—o0

En otras palabras, este teorema nos dice que si f € Ly,_..(R), entonces fea (Z). Primero

vamos a demostrar este resultado para las funciones continuas 27-periédicas. Cada funciéon
de clase Corper(R) es automaticamente uniformemente continua. Para trabajar con las
funciones uniformemente continuas, es cémodo usar el concepto del mddulo de continuidad
uniforme o indicador de continuidad uniforme.

Definicién 2 (indicador de continuidad uniforme). Dada una funcién f: R — C, defini-
mos wy: |0, +o00[ — [0, +o0],

wy(0) =sup{|f(x) = f(Y)|: wyeR, |v—yl <5}

Ejercicio 3. Sea f: R — C. Demostrar que wy es creciente: si 0 < d; < Jy, entonces
C«J(dl) S U.)(ég).

Observacién 4. Si f: R — Cy z,y € R, entonces la definicién de w; implica que

|f(x) = f(y)] < ws(lz —yl).
Es una manera comun de utilizar wy.

Proposicién 5. Sea f € Corper(R). Entonces

(l$1_r>r(1) wr(d) =0.

Demostracion. Sea € > 0. Como la restriccién de f a [0, 37] es una funcién continua, es
uniformemente continua. Luego existe d; > 0 tal que para cualesquier ¢, u en [0, 37], tales
que |t — u| < 07, se cumple que |f(t) — f(u)| < /2. Pongamos

9y = min{dy, 7}.
Sean z,y € R tales que |z — y| < §. Consideremos el caso = < y (el otro caso es similar).

Pongamos
x
k= L—J .
2m

Entonces k € Z y 2kn < x < 2km 4 27. Ademas, como v < y < x + m, tenemos
y < 2km + 3m. Pongamos

t =z — 2km, u =y — 2km.
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Luego 0 <t <u<3mylu—tl=|r—y|l <d <. Por la periodicidad de f y por la
seleccion de 6y,

[f(@) = ) = 1f(#) = f(w)] <

N ™

Hemos demostrado que
€
Wf(ég) S 5
Como wy es una funcién creciente, para cada 6 > 0 con § < dy tenemos
(,df((S) < (Uf((SQ) < E.
Hemos obtenido la relacion limite. O]

Lema 6. Sea f € Cyrper(R). Entonces se tiene (1).

Demostracion. Para cada k en Z \ {0}, consideremos la integral que define fk y hagamos
el cambio de variable x =y + 7:

2 2r—7/k
_ —ikT Qp = — ( _> —ik(y+m/k) du.
fr 27T/f(f@)e T = o / fluto)e y
0 —7/k

La funcién debajo de la integral es 2m-periddica, por eso podemos integrar sobre [0, 27].

Ademas, usamos la propiedad principal de la funcién exponencial y la igualdad e™'™ = —1.

Obtenemos )
~ 1 T\ _iky
Ji = 27r/f<y+k>e dy.
0

A esta igualdad le sumamos la igualdad que define fk, luego dividimos entre —2. Obtene-

mos
27
= —%/ (f <y+ %) — f(y)) e M dy.
0

Acotamos la integral por la integral del valor absoluto, luego aplicamos la definicion de

Wy
27
~ 1 T 1 T
< — —) - dy < = — .
g [ (o B) - s av < g ()
0
Por la Proposicién 5, la dltima expresién tiende a 0 cuando |k| tiende a infinito. O]

Demostremos el lema de Riemann-Lebesgue usando la aproximacién de funciones in-
tegrables por funciones continuas.

Demostracion. Sea f € Ly, ..(R). Para cada € > 0 encontramos g € Corper(R) tal que

|f — glli2= < €/2. Luego, aplicando el Lema 6 a g, encontramos m en N tal que para
cada k en Z con |k| > m se tiene que |gx| < €/2. Luego para cada k en Z con |k| > m

obtenemos | fi| < e. O
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