El lema de Riemann—Lebesgue
(para las funciones integrables en la recta real)

Ejemplo 1. Sean o, 8 € R, a < 3, y sea f = 1(,,5). Entonces

672771015 _ 67271'1,35
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Notemos que fe Co(R), esto es, la funcién J?es continua y élilj]za f(f) =0.
— 00

Proposicién 2 (sobre la densidad de las funciones simples en L*(R), repaso). Denotemos
por Sy al conjunto de todas las funciones de la forma

m

chﬂAk,

k=1

donde m € N, ¢, € C, Ay es Lebesque-medible en R y u(Ar) < 400 para cada k en
{1,...,m}. Entonces, Sy es un subconjunto denso de L'(R).

Idea de demostracion. Este hecho es cierto para cualquier espacio de medida; lo aplicamos
para R con la o-algebra de Lebesgue F y con la medida de Lebesgue p.

1. Si B € Fy u(B) < 400, entonces 1p € L'(R). Ademés, L'(R) es un espacio
vectorial. Por lo tanto, Sy C L'(R).

2. Queremos demostrar que cualquier funcién f de la clase L'(R) se aproxima por
las funciones del conjunto S;. Empecemos con el caso cuando f es positiva, esto es,
f € LY R, u,[0,+00)). Para cada n en N definimos g,: R — [0, +00) como

[2"f(z)]

Ton f(z) <n;

Es facil verificar que g, € Sp. Ademads, se puede probar que para cada x en R la sucesion
(gn(7))nen es creciente y tiende a f(x). Por el teorema de la convergencia monétona,

lim gnduz/fdm

n—00
R R

esto es, lim, oo ||gn — f|l1 = 0.

3. Consideremos el caso general, f € L'(R, u, C). Podemos escribir f como una com-
binacién lineal de cuatro funciones positivas hy — hy + i(hs — hy), donde hy, ho, h3, hy €
LY (R, p1, [0, +00)). A cada una de las funciones hi, ho, h3, hy aplicamos el resultado del
inciso 2, y obtenemos el resultado. 0
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Proposicién 3 (sobre la densidad de las funciones escalonadas en L'(R)). Denotemos
por Sy al conjunto de todas las funciones de la forma

m

> ilag ),

k=1

dondem € N, ¢ € C, a, < B para cada k en {1,...,m}. Entonces, S; es un subconjunto
denso de L'(R).

Demostracion. Vamos a demostrar que Sy C clos(S;). Entonces, debido al Lema 2, ten-
dremos que clos(Sy) = clos(S;) = L'(R).

Primero, supongamos que f = 14, donde A € F y u(A) < 400, y sea € > 0. Usando
la propiedad regular de la medida de Lebesgue, encontramos un conjunto B abierto tal
que A C By pu(B\ A) < ¢/2. Notemos que B se puede representar como una unién
numerable de intervalos abiertos disjuntos. Las longitudes de estos intervalos forman una
sucesion que converge a 0. Denotemos por C' a la unién de los primeros p intervalos de
esta sucesion, donde p estd elegido de tal manera que p(B \ C) < £/2. Entonces,

AAC C (AAB)U (BAC) = (B\ A)U(B\ O),

pAAC) < (BN A) +u(B\C) <e.

Luego
L4 = Lelli = p(AN\ C) + p(C\ A) = n(AAC) <e.

En general, cada elemento de Sy es una combinacion lineal finita de la forma

= Z crla,.
k=1

Sea ¢ > 0. Usando la primera parte de la demostracién, para cada k en {1,...,m}
encontramos un conjunto Dy que sea una unién finita disjunta de intervalos abiertos y tal
que

1
Ta, — 1 < —.
H Ak Dk”l m(\ck\ + 1)
Pongamos
g = chﬂDk'
k=1
Entonces, g € S1 y ||f — gl <e. O
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Lema 4. Sea g € S;. Entonces,

lim g(§) =0.
|§| =00

Demostracion. Se sigue del Ejemplo 1, usando la propiedad lineal de la transformada de
Fourier y la propiedad lineal del limite. O

Teorema 5 (el lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € L'(R). Entonces,

~

lim f(¢) = 0.

€] =00

Demostracion. Dado € > 0, aplicamos la Proposiciéon 3 y encontramos g en S; tal que

|f — gll1 <e/2. Notamos que para cada £ en R,
~ R £
1) = (O] < IF(f = Dllswp < If = 9l < 5-

Usando el Lema 4, encontramos L > 0 tal que para cada £ con [§| > L

FOl < 5.

Luego para cada & en R con [¢| > L tenemos que

~ ~

IFE < 1f(€) =g +19(§)] <e. O
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