La serie de Neumann
(para operadores en espacios de Banach)

En este tema suponemos que X es un espacio de Banach.

Objetivos. Estudiar la serie de Carl Neumann
2T
k=0
donde T es un operador lineal acotado en un espacio de Banach tal que ||T']| < 1.

Prerrequisitos. Espacios de Banach, el algebra de los operadores lineales acotados, la
continuidad de la operaciéon de multiplicacién de operadores, la suma de la progresion
geométrica.

Ya sabemos que B(X) es un algebra de Banach con identidad /. En particular, sabemos
que
STl < ST

para cada S, T en B(X). Usando esta desigualdad y otras ideas hemos demostrado que la
multiplicacién en B(X) es una operacién continua.

Un operador S € B(X) se llama invertible si existe T' € B(X) tal que ST =1y TS = 1.
Denotamos por Inv(B(X)) al conjunto de los elementos invertibles del algebra B(X):

Inv(B(X)) ={SeB(X): ITreB(X) ST=I AN TS=I}.

El siguiente resultado es la féormula para la suma de la progresién geométrica, pero en el
contexto de los operadores lineales acotados.

1 Proposicién (sobre la serie de Carl Neumann). Sea T € B(X) tal que ||T| < 1.
Entonces I — T € Inv(B(X)),

([-1)"=) 1"
k=0
Mds ain,
_ 1 _ |17
=) < s T =) =1 €
1 — |77 1 — |77
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Demostracion. Para cada m en N, definimos S, como
m
= E Tk
k=0

La condicién ||T|| < 1 implica que || T%]] < || T||*, v
> ITH) < +o0.
k=0

Como el espacio normado B(X) es completo, la serie Y ;- T* converge. Denotemos su
suma por U:

U= iT‘f = lim S,,.

m—ro0

Entonces
U]l < § |T|1* =
||T||

Notamos que
m m

(I-T)Sp =) TF=) T"' =11

k=0 k=0

De manera similar,
Sp(I=T) Z ZT’““ I —Tm+
k=0

Pasamos al limite cuando m — oo. La multiplicacion en B( ) es una funcién continua,
por eso (I —T)S,, — (I —T)U. Por otro lado, T™*! — 0p(x). Concluimos que

I-T\U=I UI-T)=1I.

Ejercicio: demostrar que |U — I|| < lﬁ%. u
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