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Objetivos:

@ demostrar la desigualdad de Méarkov

(también conocida como la desigualdad de Chebyshov),

@ conocer algunas de sus aplicaciones.
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Prerrequisitos:

@ Propiedades de la integral de funciones medibles positivas.



Monotonia de la integral respecto a la funcién

(repaso)

Proposicién
Sean f,g € M(X,F,[0,400]) tales que

Vx e X f(x) < g(x).

/fdMS/gdu-
X

X

Entonces,




Pasar de la integral sobre un conjunto a la integral sobre todo el espacio

(repaso)

Proposicién
Sean f € M(X,F,[0,+oc]) y A € F. Entonces,

/fd,u:/lAfd,u.
A X
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La integral de una funcién que es constante en el conjunto de integracion

(repaso)
Proposicién
Sean f € M(X,F,[0,+]), A€ F, v €[0,+00) tales que

Vx € A f(x)=v.

Entonces,
/fdu = v u(A).
A

Idea de la demostracion:
1af = viga.




Ejercicio introductorio

Supongamos que 25 palomas estan distribuidas de alguna manera en cajones.

i Cuantos cajones tienen al menos 4 palomas?



Ejercicio introductorio

Supongamos que 25 palomas estan distribuidas de alguna manera en cajones.

i Cuantos cajones tienen al menos 4 palomas?

Respuesta: no mas de 6.



Desigualdad de Markov

Teorema
Sea f € M(X,F,[0,+]) y sea v > 0. Entonces,

({XEX f(x >v} %/fdu.
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Primera demostracion

G(f,v) = {X eX: f(x)> v}.

Tenemos las siguientes desigualdades:

/fd,uz / fdu > / vdu = vu(G(f,v)).
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Dividimos entre v y obtenemos la desigualdad deseada.

Ejercicio: justificar bien cada paso.
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Segunda demostracion

Notemos que

f >v 1G(f7v).

Luego
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Ejercicio: justificar bien cada paso.



Acotacion del conjunto que corresponde al valor infinito
Ejercicio. Sea f € M(X, F,[0,+o0]) tal que

/fd,u<+oo.
X

Definimos
E={xeX: f(x)=+o0}.
Demostrar que p(E) = 0.
Sugerencias:
e comparar E con G(f,v),

@ aplicar la desigualdad de Markov.



Aplicacién a una funcién no negativa con integral nula

Ejercicio. Sea f € M(X, F, [0, +0o¢]) tal que

/fdu:O.
X

Demostrar que p(P) = 0, donde

PZ:{XEXZ f(x)>0}.



Sugerencias

Para cada v > 0, demostrar que

Demostrar que

Demostrar que

Demostrar que p(P) = 0.

u(G(f,v)) =0.




i Cuando la integral de una funcién positiva es cero?

Ejercicio. Sea f € M(X,F,[0,+0c]) y sea A€ F.

/fduzo — 7
A



Desigualdad de Markov para composiciones de funciones

Proposicién
Sea (X, F, ) un espacio de medida y sea f € M(X, F, [0, 4+o0]).
Ademas, sea g: [0, +o0] — [0, +00] una funcién creciente.

Entonces, para cada v > 0,

;L({XGXI f(x)Zv})S ! /gofd,u.




Idea de demostracién

Notamos que
Vx € X (f(x) > v) = (g(f(x)) > g(v)).



Idea de demostracién

Notamos que
Vx € X (f(x) > v) = (g(f(x)) > g(v)).

Por lo tanto,
{xeX: f(x)>v} C {xeX: g(f(x))>g(v)}.



Idea de demostracién

Notamos que

weX  (f)=v) = (8(f(x) > g(v)).
Por lo tanto,

{xeX: f(x)>v} C {xeX: g(f(x))>g(v)}.
Aplicamos la desigualdad de Méarkov a go f.



Caso particular g(t) = tP

Sea p > 0. Escribir la proposicién anterior para g(t) = tP.
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