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© Regular de Cauchy en £P = converge casi en todas partes
© Cauchy en LP y converge c.t.p. => converge en LP

@ L7y LP son completos

© Otras demostraciones
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Objetivo:

= demostrar que los espacios LP(X, u) y LP(X, 1) son completos,
donde (X, F, ) es un espacio de mediday 1 < p < +o0.
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Prerrequisitos:
= espacios métricos completos;
» sucesiones regulares de Cauchy;
= |a definicién de los espacios LP y LP;
» |a desigualdad de Minkowski;
= el teorema de la convergencia monétona (TCM);

= el lema de Fatou.
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Repaso: el espacio seminormado L£P(X, 1), 1 < p < +o0

M(X, F) := las funciones complejas F-medibles.
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Repaso: el espacio normado LP(X, 1)

Z(X,p) = {feM(X,u): e ox} = {feEP(X,u): /v,,(f)zo}.
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Repaso: el espacio normado LP(X, 1)

Z(X,u) = {feMX,p): FLEZ=E0x) = {FerP(X,p): Ny(f) =0}.
Z(X, 1) es un subespacio cerrado de LP(X, ).
LP(X, p) = LP(X, n)/ Z(X, ).

Si g — f € Z(X, p), entonces Ny(g) = Np(f).

La norma en LP(X, p):

VEeLP(X,n) YFEF  ||F|l, = No(f).
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Plan

© Regular de Cauchy en £P = converge casi en todas partes
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Regular de Cauchy en £LP = converge casi en todas partes

En este tema suponemos que (X, F, i) es un espacio de mediday 1 < p < 4o0.

Lema 1

Sea (fy)nen una sucesion regular de Cauchy en LP(X, u).
Entonces existe g en M(X, F,C) tal que

£ p-c.t.p.

n

—) g
n— o0
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Demostracion del Lema 1: definimos una serie

Pongamos fy := 0x.
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Demostracion del Lema 1: definimos una serie

Pongamos fy := 0x. Definimos sucesiones (un)nen, (Vk)ken Y una funcién h.

up: X — C, up = fn — fr_1.

k k
vi: X = [0, +00), Vi = Jup| =D |fa = foal.
n=1 n=1
h: X — [0, 4+o0], h(x) = ||m vie(x Z |fn(x (x)]-

Es facil ver que todas estas funciones son F-medibles.
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Cauchy en LP y converge c.t.p. = converge en LP
y y g

Lema 2
Sea (fy)nen una sucesion de Cauchy en LP(X, u) y sea g € M(X,F,C).

Supongamos que

~-c.t.p.
fo By g

n—oo

Entonces g € LP(X,p) y Np(f, — g) — 0 cuando n — oc.

15/25



Demostracién del Lema 2: acotacion de N,(f, — fx)
Denotamos por Y al conjunto de los puntos de convergencia:

Y = {XEXI fn(x)L(x)}.

-c.t.p.
Como f, pep g,
n—o0
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Demostracién del Lema 2: acotacion de N,(g — fx)

Fijamos k € N. Aplicamos el lema de Fatou a la sucesién (|f, — fx|P)nen en el conjunto Y:
o o o o
/yh:m!)%”f” filPdp < I%nl!)r;f/y\f,, fi|P dp.

Como f, % g, el lado izquierdo es [, |g — fi|P.

Como (X \ Y) =0, podemos pasar a las integrales sobre X.
Np(g — )P < liminf Ny(f, — fi)P.

n—oo

Para cada n > k se cumple que  Np(fy — fi) < v¢(k), luego Ny(g — fi) < (k).
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Demostracion del Lema 2: final

Hemos mostrado que
No(g — fi) < ¢ (k).
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Demostracion del Lema 2: final

Hemos mostrado que
No(g — fi) < ¢ (k).
Como f es de Cauchy, ~f(k) -0 cuando k — oc.

Elegimos m en N tal que 7¢(m) < 1. Entonces

Np(g) < Np(g — fm) + Np(fm) < vr(m) + Np(fm) < 1+ Np(fm) < + oo.
Por lo tanto, g € LP(X, ).

Ahora la desiguladad N,(g — fi) < v¢(k) implica que fx — g en el espacio LP(X, p).
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Plan

@ £Py LP son completos
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Entonces el espacio seminormado LP(X, i) es completo.
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Teorema
Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea p € [1, +00).
Entonces el espacio seminormado LP(X, i) es completo.

Demostracién: se sigue de los Lemas 1y 2.
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Teorema
Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea p € [1, +00).

Entonces LP(X, 1) es un espacio de Banach.

Se sigue del hecho que LP(X, i) es un espacio seminormado completo.

Sin embargo, escribamos una demostracién explicita.
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Razonamiento: como L es completo, LP también es completo

Sea (Fp)nen una sucesion de Cauchy en LP(X, u).

Para cada n en N, elegimos f, € F,. Luego
Vm,n € N Np(fm — fa) = |Fin — Fallp-

Por lo tanto, (f,)nen es una sucesién de Cauchy en LP(X, p).

Como LP(X, 1) es completo, existe g en LP(X, u) tal que Np(f, — g) — 0 cuando n — oo.

Pongamos G := g + Z(X, ). Entonces
VneN 1Fn = Gllp = Np(fa — &)

Concluimos que ||F, — G||, — 0 cuando n — oo.
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© Otras demostraciones
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Ejercicio: demostrar que L£P es completo usando series

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea p € [1, +00).
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Ejercicio: demostrar que L£P es completo usando series
Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea p € [1, +00).
Suponer que (up)nen €s una sucesién en LP(X, u) tal que

(0.)

Z Np(un) < +00.

n=1

Demostrar que existe g en LP(X, p) tal que

Jim N, (Zun— >:

Sugerencia: poner fi == Z up, usar ideas de las demostraciones de los Lemas 1y 2.
n=1
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Ejercicio: demostrar la convergencia casi en todas partes
usando sucesiones de Cauchy en medida
Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea p € [1,+00). Demostrar el siguiente lema.

Lema

Sea (fp)nen es una sucesion de Cauchy en LP(X, p).
Entonces existen una sucesion escrictamente creciente v: N — N
y una funcién g € M(X,F, ) tales que

£ p-c.t.p.

14

—_—
t5) k—00 £

Sugerencias. Primero, demostrar que (f,),en €s una sucesion de Cauchy en medida.

Luego usar el hecho que en cada sucesion de Cauchy en medida
existe una subsucesién que converge p-c.t.p.
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