Los espacios LP son completos

Objetivos. Demostrar que los espacios L? con p en [1,+00) son completos.

Requisitos. Definicién de los espacios LP, el criterio de completez de espacios métricos
en términos de sucesiones regulares de Cauchy, el teorema de la convergencia monotona,
el lema de Fatou, la convergencia absoluta de series de nimeros complejos.

Se recomienda primero estudiar el caso p = 1, es decir, entender una demostracién de
la completez del espacio L'(X, ). Para 1 < p < 400, la demostracién de la completez
de LP(X,p) es muy similar, pero en algunos pasos hay que aplicar la desigualdad de
Minkowski.

1 Repaso (criterio de completez para espacios métricos, en térmios de sucesiones regu-
lares de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) (X,d) es completo;
(b) cualquier sucesién regular de Cauchy en (X, d) converge.

2 Teorema. Sea (X,JF, p) un espacio de medida y sea p € [1,+00). Entonces el espacio
seminormado LP(X, ) es completo.

Dividimos la demostracién del Teorema 2 en dos lemas.

3 Lema. Sea (X,F, 1) un espacio de medida y sea p € [1,+00). Sea (fy)nen una sucesion
regular de Cauchy en LP(X, p). Entonces existe g en M(X,F,C) tal que

p-c.t.p.
fn —9g

n—o0

Demostracion. Pongamos fo := 0x. Para cada n en N, pongamos

un(x) = fn(w) - fnfl(x)'

Para cada k en N definimos vy: X — [0, +00),

() = Z [t ()]

Luego definimos h: X — [0, 400],

k—o0

hix) = lim vg(x) = Y |fa(@) = far(@)].
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Es fécil ver que las funciones u,, vy, h son F-medibles. La sucesién de funciones (vg)ren
es creciente en cada punto, y su limite puntual es h.
Denotemos por ¢, a la funcién potencial,

wp: 10, +00] — [0, 400], op(t) = tP.

Aqui ponemos ¢, (+00) = +00. Sabemos que ¢, es estrictamente creciente y continua en
[0, +o0].

Notamos que u}, = ¢, oux y h* = ¢, o h. Por lo tanto, la sucesién de funciones
(u})ken es creciente en cada punto, y su limite puntual es h”. Aplicamos el teorema de la
convergencia monétona:

Ny(h)P = /hpdu: lim [ v dpu= hm Ny(vg,)? = (hrn Ny (v ))p.
k—ro00

X X

Sacamos la p-ésima raiz:

Ny(h) = klggo Np(vr).

Luego usamos la desigualdad de Minkowski:

N,(h) = lim N,(v; <hm§)vW<QVﬁ+§p"<+m

k—o0 k—4o00

Hemos mostrado que N,(h) < +o00. Definimos ¥ C X,
Y i={zeX: h(z) <+oo}.

Entonces
X\Y ={zeX: h(z)=+o0} ={ze€X: hW(z)=+o0},

Como h? es integrable, se sigue que p(X \'Y) = 0.

Por otro lado, la serie ), |u,(x)| converge para cada = en Y. Esto implica que la
serie _>°, u,(x) converge para cada x en Y. Pero las sumas parciales de esta serie son
las funciones originales fy:

k

Zﬁn )= > (fal@) = farr (@) = filw) = fol) = ful).

n=1

Concluimos que para cada x en Y la sucesiéon de nimeros (f,(x)),en tiene un limite.
Pongamos

lim f,(z), z€Y;

n—o0

0, zeX\Y.

g(z) =

Entonces g € M(X,F,C) y f, —“;% g. O]
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4 Lema. Sea (X,F, 1) un espacio de medida y sea p € [1,+00). Sea (fy)nen una sucesion
de Cauchy en LP(X, ) y sea g € M(X,F,C). Supongamos que

p-c.t.p.
fn —4g.

n—oo

Entonces g € LP(X, 1) y Np(fn —g) = 0 cuando n — oo.

Demostracion. Denotamos por Y al conjunto de los puntos de convergencia:

Y = {:c €X: fulz) L (:c)}.

n—oo

La suposicion de la convergencia p-c.t.p. significa que p(X \ Y) = 0. Denotamos por 7,
el medidor de Cauchy de la sucesion f = (f,)nen:

vi(k) = sup Np(fm — fn)-

m,n>k

Fijamos k en N. Entonces

Aplicamos el lema de Fatou a la sucesién (| f, — fx?)nen en el conjunto Y:
/liminf |fr — frlPdp < liminf/ | fro — frl? dpe.
n—00 n—00
Y Y

En el lado izquierdo tenemos la integral de la funcién |g — fi|P. Como u(X \'Y) = 0,
podemos pasar a las integrales sobre X.

Np(g - fk)p S hTrngolf Np(fn - fk)p
Usando (1) obtenemos que
Nyp(g = ) < 5 (k). (2)

Como f es una sucesién de Cauchy, tenemos que y¢(k) — 0 cuando k — co. Elegimos m
en N tal que v¢(m) < 1. Entonces

Np(g) < Np(g — fm) + Np(fm) < Vf(m) + Np(fm) <1+ Np(fm) < +oo.
Por lo tanto, g € LP(X, u). Ahora (2) implica que f; — g en el espacio LP(X, p). ]

Obviamente, el Teorema 2 se sigue de los Lemas 3 y 4.

5 Teorema. Sea (X,F, u) un espacio de medida y sea p € [1,+00). Entonces LP(X, )
es un espacio de Banach.

Demostracion. Se sigue del hecho que LP(X, ut) es un espacio seminormado completo. Sin
embargo, escribamos una demostracién explicita. Sea (F},),en una sucesién de Cauchy en
LP(X, ). Para cada n en N, elegimos f, € F,,. Luego para cada m,n en N obtenemos

Np(fm - fn) = HFm - Fn”pa

por lo tanto (f,,)nen es una sucesién de Cauchy en L£P(X, ut). Por el Teorema 2, existe g en
LP(X, ) tal que N,(f, —g) = 0 cuando n — oco. Pongamos G = g + Z(X, u). Entonces
para cada n en N tenemos ||F, — G|, = N,(f, — g), asi que ||F,, — G|, — 0 cuando
n — oQ. [
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Otras demostraciones

6 Ejercicio (demostrar la completez de LP usando series absolutamente convergentes).
Sea (X, F, ) un espacio de medida y sea p € [1, +00). Demostrar la completez de LP( X, )
usando el criterio de completez de espacios normados en términos de la convergencia
absoluta de series. Suponer que (u,)nen €s una sucesién en LP(X, ) tal que

Z Np(uy) < 400,

n=1

y demostrar que existe g en LP(X, u) tal que

k
(Yo o) =0

Sugerencia: poner f; = EZ:1 u,. Juntas y modificar de manera apropiada las demostra-
ciones de los Lemas 3 y 4.

Otro camino es demostrar el siguiente lema (andlogo del Lema 3) usando sucesiones de
Cauchy en medida.

7 Lema. Sea (f,)nen es una sucesion de Cauchy en LP(X, pu). Entonces existen una
sucesion escrictamente creciente v: N — N
y una funcion g € M(X,F, u) tales que

p-c.t.p.
EChraendl

8 Ejercicio. Demostrar que el Lema 7. Primero, mostrar que (f,,),en €s una sucesion de
Cauchy en medida. Luego usar el teorema conocido que en cada sucesién de Cauchy en
medida existe una subsucesion que converge p-c.t.p.
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