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Objetivo

Mostrar que si f: X — Y es una funcién Lipschitz continua
y A C X es totalmente acotado,

entonces f[A] también es totalmente acotado.



Repaso: funciones Lipschitz continuas

Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos.

Por brevedad, escribimos simplemente X, Y.

Lip(X, ) = {f € YX:
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Repaso: funciones Lipschitz continuas

Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos.

Por brevedad, escribimos simplemente X, Y.
Lip(X, ¥) = {f e Y*X: 3ye0,400) VabeX p(f(a)f(b)) <vd(ab)}.

Dado 7 en [0, +00),
Lip, (X, Y) = {f € YX: Vabe X p(f(a),f(b)) <7d(a,b)}.
Obviamente,

Lip(X, V)= |J Lip (X, Y).
~v€[0,40)



Repaso: la distancia de un punto a un conjunto

Sean (X, d) un espacio métrico, P C X, x € X.

Dp(x) == inf {d(x, p): p€ P}.



Repaso: vecindades uniformes de un conjunto

Sean (X, d) un espacio métrico, P C X, &> 0.

V(P,e) = {x € X: Dp(x) < 5}.
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Sean (X, d) un espacio métrico, A C X.
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Hemos probado el siguiente criterio (algunos autores lo aceptan como definicién).



Repaso: conjuntos totalmente acotados

Sean (X, d) un espacio métrico, A C X.
Hemos probado el siguiente criterio (algunos autores lo aceptan como definicién).

A es totalmente acotado <= Ve>0 JRCA (R es finito A AC V(R,s)).



La distancia hasta un conjunto y una funcién Lipschitz continua

Proposicién

Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos,
v € [0, +00), f € Lip,(X,Y),

PCX, qeX.

Entonces,

Dripy(f(q)) < vDe(q).
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Caso v = 0: ejercicio.
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Demostracién

Caso v = 0: ejercicio.

Consideremos el caso v € (0,+00). Para cada x en P,
Driey(F(a)) < (F(x). 7(a)) < 7 d(x.q).

Luego

d(x.4) = ~Drypy(F(a)).



Demostracién
Caso v = 0: ejercicio.
Consideremos el caso v € (0,+00). Para cada x en P,

Drpy(f(q)) < p(f(x), f(q)) < vd(x, q).
Luego .
d(x,q) = ;Df[P](f(q))-

Como x es un elemento arbitrario de P,

Dp(q) > iof[p](f(q».



La vecindad uniforme de un conjunto y una funcion Lipschitz continua

Proposicion
Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos,
v €[0,+00), f€Lip,(X,Y),
PCX, e€(0,4+00).
Entonces,
fF[V(P.e)] C V(f[P],ve).




V(P,¢)

FIV(P,e)] € V(f[P],7e)
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Demostracion

Sea y € f[V(P,¢)].
Elegimos x en V/(P,¢) tal que y = f(x).

Como Dp(x) < ¢,
Dyip)(F(x)) <7 Dp(x) < 7e.

Hemos mostrado que y € V/(f[P],~¢).



La imagen de un conjunto totalmente acotado

bajo una funcién Lipschitz continua

Proposicién

Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos,

f € Lip(X,Y),

A C X tal que A es totalmente acotado.

Entonces, f[A] es totalmente acotado.
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€
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Demostracion

Supongamos que 7 € [0, +00) y f € Lip, (X, Y).

€

Sea e € (0,+0). Pongamos § = )
( ) g o]

Encontramos R C A tal que R es finito y

AC V(R,3).

Entonces,
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Demostracion

Supongamos que 7 € [0, +00) y f € Lip, (X, Y).

€

Sea e € (0,+0). Pongamos § = )
( ) g o]

Encontramos R C A tal que R es finito y

AC V(R,3).

Entonces,

fl[A] C f[V(R,0)] C V(f[R],vd) C V(f[R],¢).



Demostracion

Supongamos que 7 € [0, +00) y f € Lip, (X, Y).
€

y+1

Encontramos R C A tal que R es finito y

Sea e € (0,+00). Pongamos ¢ =

AC V(R,3).

Entonces,

fl[A] C f[V(R,0)] C V(f[R],vd) C V(f[R],¢).

f[R] es finito y es una e-red para f[A].
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Versidon mas directa de la demostracion

Sea y € [0, +0o0) tal que f € Lip, (X, Y).
€
y+1
Sean a1,...,am € A tales que AC V({a1,...,am},9).

Sea ¢ € (0,+0). Pongamos ¢ =

Sea y € f[A]. Encontramos x en A tal que y = f(x).
Luego existe j en {1,..., m} tal que d(x, a;) < 0.

Por lo tanto:
ply, f(aj)) = p(f(x), f(a))) < vd(x,a) <7 <e.



Versidon mas directa de la demostracion

Sea y € [0, +0o0) tal que f € Lip, (X, Y).
€
y+1
Sean a1,...,am € A tales que AC V({a1,...,am},9).

Sea e € (0,+). Pongamos ¢ =

Sea y € f[A]. Encontramos x en A tal que y = f(x).
Luego existe j en {1,..., m} tal que d(x, a;) < 0.
Por lo tanto:
p(y,f(a))) = p(f(x), f(a))) < vd(x, 3j) <70 <e.
En conclusién, f[A] C V({f(a1),...,f(am)},¢€).



Otra demostracién: usando sucesiones de Cauchy

Ejercicio.
Recuerde el criterio de espacios totalmente acotados en términos de sucesiones de Cauchy.

Utilice este criterio para demostrar la proposicion sobre f[A].



