Medida de Lebesgue:
construccion por del teorema de Carathéodory
y propiedades principales

Objetivos. Aplicar el teorema de Carathéodory para construir la medida de Lebesgue
en R™; demostrar las propiedades principales de la medida de Lebesgue.

Requisitos. Teorema de Carathéodory.

1. Semianillo de cajas semiabiertas. Consideremos la coleccién 8§ de los subconjuntos

de R"™ de la forma .

[ Tlas. ),

j=1

donde a;,b; € R. Recordar cémo se demuestra que 8 es un semianillo. En particular,
representar la diferencia de dos cajas semiabiertas

<H[aj,bj)> \ (H[cj,dj)>

como una unién disjunta de cajas semiabiertas.

2. Volumen de cajas semiabiertas. Definimos A: 8 — [0, +00) mediante la regla: si

C = []la;.05)
j=1
con a; < b; para cada j € {1,...,n}, entonces
AMC) =[] (¥; = ay);

<
I
—_

en otro caso A(C) = 0. Demostrar que A es una premedida sobre 8.

3. Volumen sobre uniones finitas de cajas semiabiertas. Denotemos por A al anillo
sobre R™ generado por el semianillo 8. Recuerde cémo se describen los elementos de A y
cémo se extiende la premedida A del semianillo 8 al anillo A.

4. Construcciéon de la medida de Lebesgue. Explicar como se construye la medida de
Lebesgue usando el teorema de Carathéodory. Denotamos por p a la medida de Lebesgue
y por J a la coleccién de los conjuntos Lebesgue-medibles sobre R™.
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5. Lema. Sean ay,...,a,,b1,...,b, € R tales que a; < b; para cada j en {1,...,n}.
Entonces la caja abierta A = []7_, (a;,b;) pertenece a J, y

=

pn(A) =1 (b5 — ay).

[
Il
—

Demostracion. El conjunto A se puede ver como una unién numerable creciente de cajas

semiabiertas:
n

[0 =U {%‘ - %’bj) ,
j=1 k=1

poreso Ae Fy

k—o0
Jj=1 Jj=1

,mﬁzlm,n<@—%+%>th@—%) 0

6. Proposicién. Cada subconjunto abierto de R™ es Lebesgue-medible. Mas atin, la o-
algebra de Borel estd contenida en la o-algebra de Lebesgue JF.

Demostracion. Se puede demostrar que cada subconjunto abierto de R™ es una unién
finita o numerable de cajas abiertas, y por eso pertenece a la o-algebra J. [

7. Proposicién (criterio de conjuntos Lebesgue-medibles de medida cero). Sea
Y C R”™. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) Y eFyul)=0;

(b) para cada € > 0 existe una sucesion (Uj)jen de cajas abiertas tal que Y C [,y Uj
y 2oy m(Uy) < e

Demostracion. (a)=-(b). Sea Y € JF tal que u(Y) = 0. Por la construcciéon de Ca-
rathéodory, u(Y) = A(Y), donde A\* es la medida exterior generada por la medida-
volumen. Por la definicién de A\*, para cada ¢ > 0 existe una sucesion (Cj)ren de cajas
semiabiertas tal que Y C ey v

E:ng<§

keN

Escribimos C}, como
n

Cr = H[ak,j7 br.j)-

j=1
Pongamos

Orj = (br; — ary) (W - 1) ,
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=

U, = (akJ _'5kJ’ka)'

<.
Il
-

Entonces Cy C Uy, u(Uy) = 2u(Cy) v

n(Ur) < e

x
Z

€

(b)=(a). Supongamos que se cumple (b). Poniendo ¢ = 1/p con p € N, para cada p € N
encontramos una sucesion (U, ;j);en de cajas abiertas tal que

YCUUp,jv ZN pd)

JEN jeN
Pongamos
V=0 W=V,
JEN peN

Como J es una o-algebra, tenemos que V,, € J para cada p y W € JF. Aplicando la
propiedad o-subaditiva de la medida x, obtenemos que p(V,) < 1/p para cada p en N.
Luego, aplicando la propiedad mondtona de p, obtenemos que p(W) < 1/p para cada p
en N, asi que p(WW) = 0. Como Y C W y la medida u es completa, concluimos que Y € F
y u(Y) =0. O

8. Ejercicio. Sea Y € R". Demuestre que
= inf {Z p(Aj;):  Aj son abiertos, Y C U Aj} :
jEN jeN
9. Lema. Sea (A;), ey una sucesién de subconjuntos de R™ y sea ¢ € R™. Entonces

U(Aj+c):<UAj>+c, (A4 +¢) = (ﬂA)

jEN jEN jEN JEN

Ademsds, si A C R", entonces

R\ (A4+¢)=R"\A) +c
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10. Proposicién (la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones). Para
cualquier A en F y cualquier ¢ en R", se tiene que A+c€ Fy

p(A+¢) = p(A).

Demostracion. 1. Fijamos ¢ en R”. Es facil ver que para cualquier Aen 8§, A+c €38y
AMA+c)=)\A).

2. 51 A € R, es decir, si A es una union disjunta de cajas semiabiertas B, ..., B,
entonces A+ c es la unién de los conjuntos disjuntos B;+c con j € {1,...,m}. Aplicando
el inciso 1 concluimos que A+c€ Ry AM(A+c¢) = A(A).

3. Demostremos que la medida exterior A* es invariante bajo traslaciones. Sea A C R".
Para cualquier R-cubierta (B;) ey del conjunto A, tenemos que (B; + ¢)jen del conjunto

A+cy
D ABj+0) =) AB;).
jeN jeN
DO(A)=D(A+c), J(P(A) =J(P(A+0)), y X(A+c) =\ (A).
4. Sea A € F. Mostremos que A + ¢ € F. Para cualquier P C R", tenemos

N(PN(A+e)+ XN (PN(A+0)) =X (P—c)NA)+ X((P—c)n A9
=\ (P —c) = \*(P).

Hemos mostrado que A +c € F.
5. La medida de Lebesgue p coincide con la medida exterior \*, restringida a la o-
algebra Cy«, por eso u es invariante bajo traslaciones. O

11. Ejercicio. Demuestre que para cualquier A € F y cualquier c e R, cA € Fy
u(eA) = lef u(A).

12. Demuestre que en R existen conjuntos que no son Lebesgue-medibles (se usa el axioma
de eleccién).
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