La integral de Lebesgue de functiones reales

(un tema de andlisis real)

Egor Maximenko

https://esfm.egormaximenko.com

Instituto Politécnico Nacional
Escuela Superior de Fisica y Matemdticas, México

18 de junio de 2024


https://esfm.egormaximenko.com

@ Introduccién

@ La parte positiva y negativa
© Definicion de la integral de funciones reales

@ Propiedades lineales



@ Introduccién



Introduccién [ a integral de funciones

0000

Objetivos de esta clase:
o definir la integral de Lebesgue de funciones reales;

@ estudiar sus propiedades elementales.
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Etapas de la definicién de la integral de Lebesgue

(1)
° / fdu para e SM(X,F,|[0,+0)),
X

(2)
o/ fdu para e M(X,F,[0,+]),
X

®3) 2
° / fdu para e M(X,F,R) con/ |f|dp < 400,
X X

(4) )
° / fdu para e M(X,F,C) con/ |f]dp < 4o00.
X X

En esta clase explicamos rapidamente la etapa 3.



Introduccién a parte va e Definicién de la integral de funciones reales

[e]e]e]

Prerrequisitos:
@ la integral de Lebesgue de funciones positivas medibles, la denotamos por f(2);
@ la propiedad monétona de la integral f(2);

@ la propiedad aditiva de la integral f(2);

o la propiedad homogénea positiva de la integral f(2);

@ la parte positiva y negativa de un nimero real;
@ el valor absoluto de un ndmero real;

@ la parte positiva y negativa de una funcién.
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La parte positiva y negativa de nimeros reales, repaso

Definimos P: R — [0, 4+00), N: R — [0, 4+00),

t, t>0, 0, t>0,
P(t) = N(t) =

0, t<0; —t, t<0O.
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[e]e] Jele]e]eje]e]e]e)

La terminologia es un poco confusa:

la parte negativa de t, denotada por N(t), es un nlimero no negativo.

De manera similar, la parte imaginaria de un néimero complejo es un nimero real.
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Propiedades de las funciones P y N, repaso

t, t>0, 0, t>0,
P(t) = N(t) =
0, t<O0; —t, t<O.

Ejercicio. Demostrar que para cualquier t en R,

P(t) — N(t) =1t, P(t)+ N(t) = |t], P(t) = , N(t) = ——

P(t) = max{t,0}, N(t) = max{—t,0}.

Demostrar que las funciones P y N son continuas.
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Cotas superiores para Py N

Proposiciéon

Para cada t en R,
P(t) < It], N(t) <|t].
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Cotas superiores para Py N

Proposiciéon

Para cada t en R,
P(t) < It], N(t) <|t].

Demostracidn: se sigue de la férmula

P(t) + N(t) = |t|.
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La parte positiva y la parte negativa de una funcién

Sea f: X — R. Definimos f;.: X — [0,+00), f—: X — [0, +00),
fip =Pof, f-=Nof.
En otras palabras,

f+(x) = P(f(x)), f—(x) = N(f(x)) (x € R).
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Propiedades de la parte positiva y negativa de una funcién

Ejercicios. Sea f: X — R. Demostrar que

() = f(t), f(t)>0, F () — <
0, f(t)<O0; 0, f(t) > 0.

Demostrar que
f=f -1, Ifl =fr+ 1, fr=——, fr="—"—
Demostrar que

f(x) = max{f(x),0}, f_(x) = max{—f(x),0}.
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La medibilidad de la parte positiva y negativa de una funcién medible

Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible y sea f € M(X, F,R).
Entonces £, f- € M(X,F,[0,+00)).

Demostracién. Como P, N € C(R,[0,+0)), tenemos
P,N € M(R, Br, [0, +OO), B[O’Jroo)).
Ademds, f € M(X, F,R, Bg). Luego

Pof,Nof e M(X,F,0,+00), B to0))-
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La medibilidad de la parte positiva y negativa de una funcién medible

Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible y sea f: X — R.
Supongamos que fi, f_ € M(X,F,[0,+00)). Entonces f € M(X, F,R).
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La medibilidad de la parte positiva y negativa de una funcién medible

Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible y sea f: X — R.
Supongamos que fi, f_ € M(X,F,[0,+00)). Entonces f € M(X, F,R).

Plan de demostracion.
A={xe X: f(x)>0}, B :={xe X: f(x)<0}.

I. Demostrar que A, B € F.
[I. Demostrar que f|a, f|g € M(X,F,R).
[1l. Demostrar que f € M(X, F,R).
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Situacién con la medibilidad de |f|, f. y f_

La condicién |f| € M(X,F,[0,4+00)) no es equivalente a la condicién

fr € M(X,F,[0,+00)) A e M(X,F,[0,+00)).
Ejemplo. Sea (X, F) un espacio medible tal que F #2X, ysea Y C X tal que Y ¢ F.
Definimos f: X — R mediante la regla

f=1y —Ix\y, esto es, fr=1-1y +(-1) Ix\y-

Entonces f, fi, — no son medibles, pero |f| es la constante 1 y es medible.
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Cotas superiores para la parte positiva y negativa de una funcién

Proposiciéon
Sea f: X — R. Entonces

0< fy <|f], 0<f <|f].




La parte positiva y negativa
0000000000 e

Cotas superiores para la parte positiva y negativa de una funcién

Proposiciéon
Sea f: X — R. Entonces

0< fy <|f], 0<f <|f].

Demostracion. Se sigue de la férmula
|f| = fr + -

o de las desigualdades P(t) < |t|, N(t) < |t|.
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Notacién para la integral de funciones medibles positivas

Sea (X, F, u) un espacio de medida.

Dada f en M(X,F,[0,+0c0]), denotamos su integral de Lebesgue por f)(<2) fdu.
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Notacién para la integral de funciones medibles positivas

Sea (X, F, u) un espacio de medida.
Dada f en M(X,F,[0,+0cc]), denotamos su integral de Lebesgue por f)(<2) fdu.

Pongamos

(2)
LYX, F, o, [0, +00]) = {f e M(X,F,[0,+oq]): / fdu < —i—oo} .
X
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Relaciones entre la integrabilidad de f,, f_ y |f]

Proposicion
Sea f € M(X,F,R). Entonces

() (2 )
/ |fldp < +o0 — / frdu <400 A / fdp < +o00.
X X X
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Relaciones entre la integrabilidad de f,, f_ y |f]

Proposicion
Sea f € M(X,F,R). Entonces

() (2 )
/ |fldp < +o0 — / frdu <400 A / fdp < +o00.
X X X

Demostracion. Usar las féormulas
fl=f + 1, fr < [f], - <|f],

la propiedad mondétona de f(z) y la propiedad aditiva de f(2).
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Funciones reales integrables, la integral para funciones reales

Definicién
Sea (X, F, ) un espacio de medida.

(2)
£1(X,]-",M,IR{)::{feM(X,.F,R): /\f]d,u<+oo}.
X
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Funciones reales integrables, la integral para funciones reales

Definicidon

Sea (X, F, ) un espacio de medida.

)

LYX, F,u,R) = {f € M(X,F,R): / |fldu < —|—oo}.
X

Definiciéon
Sea (X, F, i) un espacio de medida. Para cada f en £}(X,F, 1, R),

®3) () ()
/ fdu ::/ f+dp—/ f— du.
X X X
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f(z) = f(3) para funciones positivas medibles integrables

Proposicion
Sea f € M(X,F,[0,+00)) tal que

(2)
/ fdu < 4o0.
X

3) )
/ fdu= / fdpu.
X X

Entonces
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f(z) = f(3) para funciones positivas medibles integrables

Proposicion
Sea f € M(X,F,[0,+00)) tal que

(2)
/ fdu < 4o0.
X

3) )
/ fdu= / fdpu.
X X

Entonces

Demostracion.
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Proposicién (un subespacio de un espacio de medida, repaso)

Sea (X, F, ) un espacio de medida, y sea A € F. Definimos

Fa={BeF: BCA}, KA = |7y

Entonces (A, Fa, ita) es un espacio de medida.




Definicién de la integral de funciones reales
[e]e]e]e]e]e] o]

Proposicién (un subespacio de un espacio de medida, repaso)

Sea (X, F, ) un espacio de medida, y sea A € F. Definimos

Fa={BeF: BCA}, KA = |7y

Entonces (A, Fa, ita) es un espacio de medida.

Proposicién (sobre la medibilidad de la funcién restringida, repaso)
Sean (X, F), (Y, H) espacios medibles, f € M(X,F,Y,#), A€ F. Entonces

f|A € M(A,]:A, Y,H).
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Integracion de funciones reales sobre un subconjunto

Definicién
Sean (X, F, i) un espacio de medida, f € LY(X, F,u,R), A€ F.

(3) (3)
| fau= [ fladua
A X
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Integracion de funciones reales sobre un subconjunto

Definicién
Sean (X, F, i) un espacio de medida, f € LY(X, F,u,R), A€ F.

(3) (3)
| fau= [ fladua
A X

Ejercicio. Demostrar que

3) () (2) 3) 3)
/ fdu:/ f+d,u—/ f— du, / fdu:/ 1afdu.
A A A A X
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La parte positiva, la parte negativa y la multiplicaciéon por escalares

Ejercicio. Sea f: X - Ryseaa € R.
Expresar (af)+ y (af)— en términos de fy y f_.

Sugerencia: considerar pos separado los casos o > 0y a < 0.
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La propiedad homogénea de f(3)

Proposiciéon
Sea f € LY(X,F,u,R) y sea a € R. Entonces af € LY(X, u,R) y

/X(af)du:a/xfdp.
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Ejemplo cuando (f + g). no coincide con f, + g

Ejercicio. Construir t, u € R tales que

P(t + u) # P(t) + P(u), N(t+ u) # N(t) + N(u).

Este ejemplo se convierte facilmente en un ejemplo con funciones constantes.

Proponemos construir un ejemplo mas interesante.

Ejercicio. Construir funciones continuas no constantes f,g: R — R tales que
e X ((F+8)r () #R0)+ac() A (Fre)(x)#F(x)+8 ().

(Comentario: evitamos la notacién confusa f # g para funciones.)
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Propiedad aditiva de f(3)

Teorema
Sean f,g € LY(X, F,u,R). Entonces f + g € LY(X, F, 11, R) y

/(f—l—g)du:/ fd,u—i—/gdu.
X X X
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Inicio de la demostracion

Notamos que

If + gl <



Propiedades lineales
[e]e]e]ele] lele]e]e]

Inicio de la demostracion

Notamos que

If +g| < |f] + |g].
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Inicio de la demostracion

Notamos que

If +g| < |f] + |g].

Luego, por la propiedad mondtona y aditiva de f(2),

2
/)!f+mdu§
X
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Inicio de la demostracion

Notamos que

If +g| < |f] + |g].

Luego, por la propiedad mondtona y aditiva de f(2),

(2) )
[ irelans [+ lehan =
X X
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Inicio de la demostracion

Notamos que

If +g| < |f] + |g].

Luego, por la propiedad mondtona y aditiva de f(2),

(2) ) ) )
|t velans [Canvlghan= [ ifdu [ lgld
X X X X
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Inicio de la demostracion

Notamos que

If +g| < |f] + |g].

Luego, por la propiedad mondtona y aditiva de f(2),

(2) () ) )
[ el [Can+lehan= [ e [ lglan < +oc.
X X X X

Concluimos que f + g € LY(X, F, i1, R).
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Parte principal de la demostracién, un obstaculo

(3) (2) (2)
/ (f+g)du=/ (f+g)+du—/ (f+g)_du= ?7?
X X X
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Parte principal de la demostracién, un obstaculo

(3) (2) (2)
/ (f+g)du=/ (f+g)+du—/ (f+g)_du= ?7?
X X X

i Cémo continuar esta cadena de igualdades?
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Parte principal de la demostracién, un obstaculo

(3) (2) (2)
/ (f+g)du=/ (f+g)+du—/ (f+g)_du= ?7?
X X X

i Cémo continuar esta cadena de igualdades?

Ya sabemos que (f + g)+ no es lo mismo que £ + g4,
y (f + g)— no es lo mismo que f_ + g_.
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Parte principal de la demostracion, el trucazo

Empezamos con la siguiente identidad:

(f+g)+—(f+g)-=f+g
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Parte principal de la demostracion, el trucazo

Empezamos con la siguiente identidad:

(f+g)+—(f+g)-=f+g=



Propiedades lineales
[e]e]e]e]e]e]e] Je]e]

Parte principal de la demostracion, el trucazo

Empezamos con la siguiente identidad:

(f+e)+—(f+g)-=f+g=Ff —f +g,—g,
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Parte principal de la demostracion, el trucazo

Empezamos con la siguiente identidad:

(f+e)+—(f+g)-=f+g=Ff —f +g,—g,

esto es,
(fF+g)y—(fF+eg)-=fH—-f +tg —g.
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Parte principal de la demostracion, el trucazo

Empezamos con la siguiente identidad:

(f+e)+—(f+g)-=f+g=Ff —f +g,—g,

esto es,
(fF+g)y—(fF+eg)-=fH—-f +tg —g.

Pasamos los sumandos f_ y g_ al lado izquierdo, y (f + g)— al lado derecho.
(F+g)r+f-+g-=(f+g)-+fr+a+

En ambos lados de la dltima igualdad estan sumas de funciones positivas.
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Final de la demostracidn

(F+g)++F+g-=(f+g)-+1f+g

Aplicamos la propiedad aditiva de f(z). Por la brevedad, omitimos dpu.

) ) ) ) ) )
/ (f+g)++/ f—+/ g——/ (f+g)—+/ f++/ g+
X X X X X X

Todos los sumandos son finitos, por eso podemos pasarlos a otros lados de la igualdad:

(2) (2) (2) (2) (2) (2)
/ (f+g)+—/ (f+g)—=/ f+—/ f—+/ g+—/ g-.
X X X X X X

Aplicamos la definicidén de f(3) y obtenemos el resultado deseado.
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f.
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F, [0, +00))
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3)
/ hdp =
X
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

3) )
/ hdu = / hdu
X X
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3) )
/ hdp = / hdp > 0.
X X
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3) )
/ hdp = / hdp > 0.
X X

Luego escribimos g como
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3) )
/ hdp = / hdp > 0.
X X

Luego escribimos g como f + h
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3) )
/ hdp = / hdp > 0.
X X

Luego escribimos g como f + h y aplicamos
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La propiedad creciente de f(3)

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X, F,u,R) tales que f < g . Entonces

/fdMS/ng-
X X

Idea de demostracion. Consideramos h = g — f. Entonces h € M(X, F,[0,+00)) y

®3) )
/ hdp = / hdp > 0.
X X

Luego escribimos g como f + h y aplicamos la propiedad aditiva de f(3).
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