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Objetivo:

» demostrar que el espacio L}(X, ;1) es completo,

donde (X, F, ) es un espacio de medida.
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Objetivo:

» demostrar que el espacio L}(X, ;1) es completo,

donde (X, F, ) es un espacio de medida.

La demostracién de la completez de L1(X, 1) es un poco mas fcil
que la demostracién de la completez de LP(X, i) con p general, 1 < p < +o0.
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Prerrequisitos:
= espacios métricos completos;
» sucesiones regulares de Cauchy;
= la definicién del espacio L';
= el teorema de la convergencia monétona;
= la propiedad [)° =) [ para las series de funciones positivas;

= el lema de Fatou.
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Funciones medibles

Sea (X, F, i) un espacio de medida.
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Funciones medibles

Sea (X, F, i) un espacio de medida.
M(X, F,C) o brevemente M(X,F): funciones F-medibles X — C.
M(X,F) es un subespacio vectorial del espacio CX.

M(X, F) es cerrado respecto a las operaciones punto a punto:

(fF+g)(x) =f(x) +g(x),  (AM)(x) = Af(x).

0x = la funcién constante cero.

Ox € M(X,f)
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Repaso: el espacio seminormado £(X, 1)

Definimos Ny: M(X,F) — [0, +o0],

Ni(f) = /X b
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Repaso: el espacio seminormado £(X, 1)

Definimos Ny: M(X,F) — [0, +o0],

Ni(F) = /X || d.

Ny es una seminorma extendida.

LNX,p) = {f eM(X,p):  Ny(f) < +oo}.

LY(X, 1) es un espacio vectorial complejo. La funcién Nilz1(x ) €s una seminorma.
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Repaso: las funciones que se anulan casi en todas partes

Z(X,p) = {f e M(X,p): Lm0k}

Sabemos que
Z(X, 1) = {f € LY(X,1): My(f)=0}.
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Repaso: las funciones que se anulan casi en todas partes

Z(X,p) = {f e M(X,p): Lm0k}

Sabemos que
Z(X, 1) = {f € LY(X,1): My(f)=0}.

Por lo tanto, Z(X, ;1) es un subespacio cerrado de £1(X, p).
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Repaso: el espacio normado L1(X, p)

LH(X, p) = LHX, @)/ Z(X, ).
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Repaso: el espacio normado L1(X, p)

LH(X, p) = LHX, p) | Z(X, ).
Si g —f € Z(X,u), entonces Ni(g) = Ni(f).

La norma en LY(X, pu):

VFel*(X,u) YFEF  |Fll1= N(f).

En otras palabras,

vfe L'(X,n)  lIf + 2(X, 1)l = Nu(F).
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Repaso: [>,f,=>,/f, paraf,>0

Proposicién
Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea (f,)nen € M(X, F, [0, +00])N. Entonces

/)((if) dyzg/xfnd,u.
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Repaso: [>,f,=>,/f, paraf,>0

Proposicién

Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea (f,)nen € M(X, F, [0, +00])N. Entonces
f,) du= / f,du.
L&) - S

Es un corolario del teorema de la convergencia monétona.

10/25



Plan
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Proposicién
Sea (X, F, i) un espacio de medida.
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Proposicién
Sea (X, F, i) un espacio de medida.
Entonces el espacio seminormado £!(X, 1) es completo.

Dividimos la demostracién en dos lemas.
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Primer lema: regular de Cauchy en £! = converge c.t.p.

Lema 1

Sea (fu)nen una sucesién regular de Cauchy en £1(X, p).
Entonces existe g en M(X, p) tal que

n—oo
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Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.
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Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.  Definimos v: X — [0, +o0],
[e e}
v(x) =Y fa(x) — fooa(x)|-
n=1
Por un corolario del teorema de la convergencia monédtona,

/deu: Zl/x |fy — fo_1| dp.

Luego

/X vdu = Ny(f) + io: Ni(fa — fo1)

n=2
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Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.  Definimos v: X — [0, +o0],
[e e}
v(x) =Y fa(x) — fooa(x)|-
n=1
Por un corolario del teorema de la convergencia monédtona,

/deu: Zl/x |fy — fo_1| dp.

Luego

[ v = M(A) + Y Ml fra) <
n=2
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Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.  Definimos v: X — [0, +o0],
v(x) = D 1fa(x) = faca(x)]-
n=1

Por un corolario del teorema de la convergencia monédtona,

/deu: Zl/x |fy — fo_1| dp.

Luego

/X vdu = Ni(f1) + i Ni(fn — fa—1) < Ni(f1) + i 27"

n=2

n=2
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Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.  Definimos v: X — [0, +o0],
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n=1

Por un corolario del teorema de la convergencia monédtona,

/deu: Zl/x |fy — fo_1| dp.

Luego

[ vdin= M)+ Y Ml — foma) < Ma(R)+ 30277 <

n=2

n=2

14 /25



Demostracién: la integral de la suma de las diferencias absolutas

Pongamos fy := 0x.  Definimos v: X — [0, +o0],
[e e}
v(x) =Y fa(x) — fooa(x)|-
n=1
Por un corolario del teorema de la convergencia monédtona,

/deu: Zl/x |fy — fo_1| dp.

Luego

/X vdp =Ny (R)+ Y Ma(fa— 1) < Ni(A)+ 327" < + oo,
n=2 n=2
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Demostracién: el conjunto malo y el conjunto bueno

v(x) = i": |fa(x) = fa—1(x)]-
n=1
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Demostracién: el conjunto malo y el conjunto bueno

v(x) = i |fa(x) = fa—1(x)]-
n=1

Pongamos

M::{XEX: v(x):+oo}, YI:{XEXZ v(x)<+oo}.

Como / vdu < 400, tenemos que p(M) = 0.
X

Para cada x en Y, la serie
x

Z(fn — fp-1(x))

n=1

converge absolutamente y por lo tanto converge.
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Demostracién: la convergencia puntual en el conjunto bueno

Para cada x en Y, existe el limite

m

Jim 37 () = fo-a ()
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Demostracién: la convergencia puntual en el conjunto bueno

Para cada x en Y, existe el limite

m

Jim S0~ foa()) = fim () = () = fim_ o).

Definimos g: X — C,
lim fo(x), x€Y;

n—o0

0, x € M.

g(x) =
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Demostracién: la convergencia puntual en el conjunto bueno

Para cada x en Y, existe el limite

m

im S () — Faca () =l (Fin(x) = fo(x)) = lim_fn(x).

m—00
n=1

Definimos g: X — C,
lim fo(x), x€Y;

n—o0

0, x € M.

g(x) =

Entonces g € M(X,F) y f, LN 2
n—oo
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Segundo lema: Cauchy + convergencia c.t.p. = convergencia en £}

Lema 2

Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en £1(X, 1) y sea g en M(X, i) tal que

-C.t.p.
£, =Py
n—oo

Entonces g € £Y(X, i) y Ni(f, — g) — 0, cuando n — oo.
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Demostracién del segundo lema, inicio

Denotamos por 7 el medidor de Cauchy de la sucesién f:
’)/f(k) = sup Nl(fm — fn).
m,n>k

Fijemos k en N. Entonces
Vn > k / [fa — il dp = Ni(fo — fic) < ye(k).
X

Apliquemos el lema de Fatou a la sucesién (hp)nen, donde hy, == |f,, — fg|.

/X (iim inf [f, — £l ) dp
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Demostracién del segundo lema, inicio

Denotamos por 7 el medidor de Cauchy de la sucesién f:

’yf(k) = sup Nl(fm — fn).

m,n>k

Fijemos k en N. Entonces
Vn > k / [fa — il dp = Ni(fo — fic) < ye(k).
X

Apliquemos el lema de Fatou a la sucesién (hp)nen, donde hy, == |f,, — fg|.

], iminf 1, ~ £) dn < timinf [ 16, — feldu < 3e(K)
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Demostracién del segundo lema, continuacién

Por el lema de Fatou,
], (iminf 16, &) ds < 2¢(0).
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Demostracién del segundo lema, continuacién

Por el lema de Fatou,
], (iminf 16, &) ds < 2¢(0).

Y p-c.t.p.
Por la suposicién, f, —— g.
n—o0
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Demostracién del segundo lema, continuacién

Por el lema de Fatou,
/. iminf 1, — £l) dn < (k).
Por la suposicién, f, Mni>—to:> g. Poreso |f, — fk] un:_toz> lg — fil.

Podemos simplificar la integral en el primer término de la desigualdad:

/&= fldp < 2e(0).
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Demostracién del segundo lema, continuacién

Por el lema de Fatou,
], (iminf 16, &) ds < 2¢(0).

0 oz -c.t.p. ~C.t.p.
Por la suposicién, f, "% g Por eso |f, — fii| 2% |g — fil.
n—o00 n—o0

Podemos simplificar la integral en el primer término de la desigualdad:
/&= fldp < 2e(0).

En otras palabras, Ni(g — fx) < v¢(k).
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Demostracién del segundo lema, final

Hemos mostrado que
Ni(g — k) < vf(k).
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Demostracién del segundo lema, final

Hemos mostrado que
Ni(g — fi) < v (k).
En particular, esto implica que

Ni(g) = Mi(g — L + 1) < Ni(g — f1) + Ni(f1) < v¢(1) + Ni(f1) < +oo.

Por lo tanto, g € LY(X, p).
Como f es una sucesion de Cauchy, v¢ — 0.

Concluimos que Ni(g — fx) — 0, cuando k — oc.
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Plan
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Teorema J

Sea (X, F, i) un espacio de medida. Entonces el espacio normado L*(X, i) es completo.
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Teorema

Sea (X, F, i) un espacio de medida. Entonces el espacio normado L*(X, i) es completo.

Este teorema se sigue facilmente de la completez de £1(X, y).
Escribiremos una demostracién.
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Demostracion

Sea (Fp)nen una sucesién de Cauchy en L1(X, u).
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Demostracion

Sea (Fp)nen una sucesién de Cauchy en L1(X, u).

Para cada n en N, elegimos f, en F,.

Entonces para cada m, n en N tenemos que f,, — f, € Fy — Fp y

Nl(fm - fn) = ”Fm - Fn||1-

Por lo tanto, (f,)nen es una sucesién de Cauchy en £1(X, p).
Como LY(X, 1) es completo, existe g en L1(X, i) tal que lim, o Ni(f, — g) = 0.
Pongamos G := g + Z(X, ). Entonces G € L*(X, 1)y

Jim_[1Fo = Gl = lim If, — glls =0.
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Otra forma de la demostracién: trabajar con series

Ejercicio. Demostrar que £(X, i) es completo usando el criterio de completez de espacios

normados o seminormados en términos de la convergencia de series.

Suponer que (up)nen €s una sucesién en £L1(X, i) tal que

io: Nl(un) < +00.

n=1

Construir g € £1(X, ) tal que
k
lim Ny (Z u, — g) =0.

k—o00 =1
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Ejemplo: converge en £!, pero no converge c.t.p.

Ejercicio. Consideramos X = [0,1) con la medida de Lebesgue p.

Encontrar una sucesién (f,),en con valores en £1(X, i) tal que:
» Ni(f,) — 0, cuando n — oo,

= para cada x en X se tiene que fp(x) /4 0 cuando n — co.
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Ejercicio. Consideramos X = [0,1) con la medida de Lebesgue p.

Encontrar una sucesién (f,),en con valores en £1(X, i) tal que:

» Ni(f,) — 0, cuando n — oo,

= para cada x en X se tiene que fp(x) /4 0 cuando n — co.
Mostrar que:

s Ny(f, —0x) — 0, cuando n — oo,

» (f)nen es una sucesién de Cauchy en £1(X, ),

- o 1 p-c.t.p.
no existe g en L'(X, u) tal que f, — 8
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Ejemplo: converge en £!, pero no converge c.t.p.

Ejercicio. Consideramos X = [0,1) con la medida de Lebesgue p.

Encontrar una sucesién (f,),en con valores en £1(X, i) tal que:

» Ni(f,) — 0, cuando n — oo,

= para cada x en X se tiene que fp(x) /4 0 cuando n — co.

Mostrar que:
s Ny(f, —0x) — 0, cuando n — oo,
» (f)nen es una sucesién de Cauchy en £1(X, ),

- o 1 p-c.t.p.
no existe g en L'(X, u) tal que f, — 8

Conclusién: en el Lema 1 no es suficiente suponer que (f,)nen Sea una sucesion de Cauchy.
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