Desigualdad integral de Jensen

Objetivos. Demostrar la desigualdad de Jensen y conocer algunas de sus aplicaciones.
Requisitos. Funciones convexas, derivadas unilaterales de una funcién convexa.

1 Proposicién (repaso: rectas basicas de la gréfica de una funcién convexa). Sean A C R
un intervalo, ¢: A — R una funcion convexra y ¢ un punto interior de A. Entonces existe
un « en R tal que para cada x en A,

p() = oz —c) + f(c). (1)
El papel de o puede hacer cualquier elemento del intervalo cerrado [¢;_,(c), ¢y, (c)].
2 Teorema (desigualdad integral de Jensen). Sean:

1) (X,F, ) un espacio de medida tal que u(X) =1 (es decir, un espacio de probabili-
dad);

2) A un intervalo del eje real;
3) ge LYX,u, A), es decir, sea g un una funcion u-integrable con valores en A;
4) f: A—[0,400) una funcién conveza.

Entonces

£ [oau SX/fOQdu- 2)

X

Demostracion. Sean a y b los extremos del intervalo A, y sea ¢ el valor promedio de g en
el conjunto X respecto a la medida pu:

a = inf(A), b = sup(A), c= /gd,u.
X

1. Demostremos que ¢ € [a, b]. Para todo x en X tenemos que g(x) € A y por lo tanto
g(x) > a. Esto significa que g > a o, més formalmente, g > alx, donde 1x es la funcién
constante 1 definida en X. Aplicamos la propiedad mondtona de la integral:

c:/gd,uZ/ad,u:a.

X X
De manera similar, g < by
c:/gd,ug/bd,u:b.
X X
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Estas desigualdades muestran que ¢ € [a,b]. Consideremos tres casos: ¢ = a, ¢ = by
c € (a,b).

2. Si ¢ = a, entonces

/(g—a)dﬂz/gdu—/adu:c—azo.

X X X

Notando que g—a > 0 concluimos que en este caso g = a c.t.p. en X. Como pu(X)=1>0
vy p{z € X: g(x) # a}) = 0, existen puntos x € X con g(x) = a = c. Esto significa que
el nimero a = ¢ pertenece a la imagen (es decir, al conjunto de los valores) de la funcién
g v por lo tanto pertenece al intervalo A. La desigualdad (2) en este caso se convierte en
una igualdad:

[roadu=r@ [ an=ra) = ste)

X X

3. Si ¢ = b, entonces de manera similar se demuestra que g =blx c.t.p.en X, c=be A
y ambos lados de (2) son iguales al numero f(c) = f(b).

4. Consideremos el caso principal, cuando ¢ € (a,b). Entonces ¢ es un punto interior
del intervalo A y podemos aplicar la proposicién sobre la recta bésica de la grafica de
una funcién convexa. Elegimos algtin elemento « del intervalo cerrado [f, (c), fi..(c)] ¥
obtenemos que

Vie A f(t) > f(e) +at — o).

Sustituimos ¢ por g(x):
Vee X  (fog)(z) = flo)+a(f(z)—c).

Integramos sobre X respecto la medida p y aplicamos la hipétesis que p(X) = 1:

/(fog)dMZf(C)+a /gdu—c — f(0). 0

X X

3 Ejemplo. Sea f: X — [0, +00] una funcién medible e integrable y sea p > 1. Entonces

)
X/fdu < [

X
Aqui la funcién convexa es p(t) = tP.

4 Ejercicio. Generalizar el Teorema 2 a la situacién, cuando (X, JF, 1) es un espacio de
medida y 0 < p(X) < 400. Sugerencia: considerar v: F — [0, +0o0,

v(Y) = pY) (Y €3).

1(X)
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5 Ejercicio (desigualdad de Hardy). Sea f: [0,4+00] — [0, 4+00] una funcién medible y
sea p > 1. Demuestre que

70 %/xf(t) dt p do < (]ﬁ)p :/Oofp(x) dz.

0 0
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