Espacios de Hilbert: definicion y ejemplos

Objetivos. Estudiar la definicién del espacio de Hilbert. Conocer algunos ejemplos.

Prerrequisitos. Espacios con producto interno, espacios de Banach, espacios /*(N) y
L*(X, ).

1 Definicion. Sea H un espacio con producto interno. Se dice que H es un espacio de
Hilbert, si H es completo.

2 Observaciéon. Algunos autores incluyen en la definicion las condiciones que H no es
de dimensién finita y que H es separable. Nosotros no incluimos estas condiciones en la
definicién de espacio de Hilbert. En otras palabras, segin nuestra terminologia, H puede
ser de dimension finita o infinita, separable o no separable.

Ejemplos de espacios de Hilbert

3 Ejemplo. Sea n € N. El espacio C" se considera con el producto interno

n

(a,b) = Z aby.

k=1

Es un espacio de Hilbert.

4 Ejemplo. (*(N) se considera con el producto interno

(a,b) = Z arby.
k=1

Es un espacio de Hilbert.

5 Ejemplo. Sea (X, F,u) un espacio de medida. El espacio L?(X, i) se considera con el
producto interno

(f,g) = /X fgdu.

Es un espacio de Hilbert.
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6 Ejemplo (el espacio de Bergman sobre un subconjunto abierto del plano complejo).
Sea X un subconjunto abierto de C. Denotamos por u la medida de Lebesgue en C.
Denotamos por H(X) al conjunto de todas las funciones holomorfas X — C.

A (X) = {fe COSTRN RVETE +oo}.

Este espacio se considera con el producto heredado de L?(X):

= [ Fade

Se puede demostrar que A*(X) es un espacio de Hilbert.

7 Ejemplo (el espacio de Bargmann—Segal-Fock en el plano complejo). Denotemos por
1 la medida de Lebesgue C. La siguiente funcién se conoce como la funcién de Gauss, la
funcién de Weierstrass y el ntcleo de calor:

1 —|Z|2

™

Denotemos por F2(C) al espacio de todas las funciones holomorfas que son de cuadrado
integrables con el peso gaussiano:

FAC) = {feH L/u e—*mm@<+w}.

Este espacio se considera con el producto interno

(f,9)r@e) = l/cf(z)m e 1 du(z).

T

(z € C).

Se puede demostrar que F2(C) es un espacio de Hilbert.

8 Ejemplo (un espacio de Sébolev). Hay muchos espacios que se conocen como espacios
de Sobolev. Aqui consideremos solamente uno de ellos. Sea p la medida de Lebesgue en
R. Consideramos [0, 1] con la medida de Lebesgue restringida. Denotemos por AC(]0, 1])
al espacio de todas las funciones complejas absolutamente continuas en [0, 1]. Recordemos
que si f € AC([0,1]), entonces f’ existe casi en todas partes, f’ es una funcién de clase

LY([0,1]), v
o+/fﬁmt (z € [0,1]).

S((0,1]) = {f € AC([0,1]): f" € L*([0,1]),  f(0) = f(1) = 0-}-

Este espacio se considera con el siguiente producto interno:

(f,9)sqo1) = (f', 9) r2(0.1)) esto es, (f, 9)so.1) :/[ ]f'?dﬂ‘
0,1

Definimos

Se puede demostrar que S([0, 1]) es un espacio de Hilbert.
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