Teorema de Hahn—Banach,
forma algebraica real

Objetivos. Demostrar el teorema de Hahn—Banach en su forma algebraica real.

Prerrequisitos. Funcionales lineales, sumas directas de subespacios, espacios normados,
“un paso de Hahn—Banach”, el lema de Kuratowski—Zorn.

Vamos a usar el siguiente resultado que hemos demostrado antes.

1 Proposicién (repaso: un paso de Hahn—-Banach). Sean V un espacio vectorial real
normado, W un subespacio vectorial de V', f € B(W,R). Sea uw € V' \ W. Entonces eziste
g € BIW + Ru,R) tal que glw = f y |lgll = [l /]]-

2 Lema. Sean V un espacio normado real y n > 0. Denotemos por A al conjunto de
los pares ordenados de la forma (S, g), donde S es un subespacio de V, g € B(S,R) y
llgll < n. La siguiente relacion binaria es un orden parcial en A:

(S1,01) 2 (S2,92) <= S1C5 A gls =41
Sea C una cadena en (A, <X). Pongamos
v= J w
(Wg)eC

En otras palabras,

U={zeV: 3IW,g9)eC zeW}.

Definimos h: U — R mediante la siguiente regla. Dado x en U, encontramos (W, g) en C
tal que x € W, y ponemos

h(z) == g(x).
h

Entonces la definicion de h es consistente, (U, h) € A y (U, h) es una cota superior de C.

Demostracion. Mostremos que la definiciéon de g es consistente. Supongamos que
(Whgl))(WQagQ) GC, erla erQ

Como C es una cadena, debe cumplirse al menos una de las comparaciones: (W7, g;) <
(Ws,92) o (Wa,g92) = (W1, ¢1). Consideremos solamente el primer caso (el segundo es
similar). Como ga|w, = g1, tenemos que gs(z) = g1 ().

Teorema de Hahn—Banach, forma algebraica real, pagina 1 de 3



Mostremos que U es cerrado bajo la adicién y g es aditiva. Sean z1,xo, € U. Existen
(W1,91), (Wa,g2) en C tales que x; € Wy y 25 € Wy, Como C es una cadena, debe
cumplirse al menos una de las comparaciones: (W1, g1) = (Wa, g2) 0 (Wa,g2) < (W1, 91).

Consideremos solamente el primer caso (el segundo es similar). Como W3 es un subespacio
y g2 es lineal, obtenemos x1 + 9 € U

h(x1 + x9) = go(w1 + 22) = ga(1) + g2(22) = h(z1) + h(22).

También es facil de ver que Oy € U, que U es cerrado bajo la multiplicacién por escalares
y que la funciéon h es homogénea.

Dado z en U, encontramos (.5, g) en C tal que x € W, y obtenemos que

()| = lg(@)] < llgll =l < nll=]]
Por lo tanto, h € B(U,R) y ||| <.

Finalmente, si (S,g) € C, entonces de la definicién de U se sigue que S C U, y de la
definicién de h se sigue que h(z) = g(z) para cada z en S. Por lo tanto, (S,¢) = (U,h). O

3 Teorema. Sean V un espacio vectorial real normado, W un subespacio vectorial de V',
f € B(W,R). Entonces existe F' € B(V,R) tal que ||F|| < ||f]| y Flw = f.

Demostracion. Pongamos n := || f|| y definimos (A, <) como en el Lema 2. Denotemos
por Ay al conjunto de los pares (S, ¢g) tales que (S,g9) € Ay (W, f) 2 (5,¢). Cualquier
cadena en Ay es una cadena en A y por el Lema 2 tiene una cota superior. Por el
Lema de Kuratowski-Zorn, en Ay existe un elemento maximal, digamos (M, F'). Si M #
V', entonces elegimos x € V' \ M, aplicamos la Proposicién 1 al subespacio M, vector
x y funcional F', y construimos un par estrictamente més grande que (M, F), lo cual
constradice a la suposicién que (M, F') es maximal. Luego M = V', y el funcional F' tiene
las propiedades requeridas. O

4 Observacion. Para entender mejor el teorema y el papel que hace “un paso de Hahn—
Banach”, veremos una demostracién para el caso cuando V es separable. En este caso, no
es necesario usar la induccion transfinita.

Sea D = {x;};en un conjunto numerable y denso en V. Pongamos n = || f|],

Sj ZKR(WU{IL‘l,...,[L'j}) =W + (zj:R[L‘J> .

k=1

Ademads, pongamos Sy = W y gy = f. Notamos que S; = S;_; + Rz;. Usamos la
induccién matematica sobre j para definir g;: S; — R. Si z; ¢ S;_1, entonces aplicamos
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la Proposicién 1. Si z; € S;_1, entonces S; = S;_; y ponemos g; := ¢;—1. En ambos casos,
g; € B(S;,R), gjls,_, = g5, ¥ |lgj|l < n. Definamos (A, <) como en el Lema 2. Notemos
que {(S},9;)}jen es una cadena en A. Pongamos

U - [CJSJ
j=1

y definimos g € B(U,R) como en el Lema 2. Finalmente notamos que U es denso en V' y
g es una funcién uniformemente continua. Extendemos g por continuidad a un funcional

F e B(V,R).
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