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Sabemos: si V' es un espacio de Banach y A: V — V es un operador lineal acotado,
entonces su espectro sp(A) es compacto.

Vamos a demostrar el teorema de Gelfand:
sp(A) # 0.

La demostracién es muy breve, pero requiere varias herramientas.
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El grupo de los operadores invertibles (repaso)

Sea V un espacio de Banach, V # {0y }.

B(V) = el algebra de los operadores lineales acotados V' — V.
Inv(B(V)) = el grupo de los operadores invertibles.

Sabemos que Inv(B(V)) es abierto.

Notemos que si T € Inv(B(V)), entonces T # Op(v).
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El espectro del operador lineal acotado (repaso)

Dado A en B(V),
sp(4) = {AeC: A= Ag Inv(B(A))}.

Sabemos que sp(A) es cerrado y acotado:

sp(A) € {z € C: || < |Al]}.
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La funcién resolvente, repaso

Dado A en B(V), se define Ra: C\ sp(A) — C,

Ra(A\) == (M — AL

Sabemos que

im [[Ra()]| = 0.
A—00

Sabemos que Rj es holomorfa, y su derivada es —Rf\.

Esto significa que para cada A en C \ sp(A),

tim (25 (Ra(€) = RaO))) = = Ra(V
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© Repaso: corolario del teorema de Hahn—-Banach



Corolario del teorema de Hahn—Banach, repaso

Dado un espacio vectorial normado E y un vector a € E \ {0g},
existe v en B(E,C) tal que ||¢|| =1y p(a) = ||a]|.
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Funciones continuas que tienen un limite finito en el infinito

Proposicién
Sea g € C(C,C) y sea ¢ € C tales que

lim g(z) =¢.

Z—00

Entonces g es acotada.

Demostracién: ejercicio.

Paso 1. Usando la hipétesis que lim,_, g(z) =&,
encontrar R > 0 tal que |g(z)| < |¢]| + 1 para |z| > R.
Paso 2. Usando la compacidad del disco cerrado clos(RD),

demostrar que g es acotada en clos(RD).
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El teorema de Liouville sobre funciones holomorfas enteras acotadas

Sea g: C — C una funcién holomorfa acotada. Entonces g es una constante.

Idea de demostracién. Como g es holomorfa, también es analitica:
o0
k
g(z) = Z axz"”.
k=0

Los coeficientes ay se pueden encontrar por la férmula integral de Cauchy:

ak

BELUNE Wt T
k! 270 J|z|=r

Zk+1

g llsup
rk+l

Como g es acotada, |ax| <r Aplicamos lim y obtenemos ay = 0 para k > 1.
r

li
—r+400
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Teorema
Sea V un espacio de Banach, V # {0y}, A € B(V). Entonces

sp(A) # 0.

El teorema fue demostrado por lzrail Moiséyevich Gelfand (1913-2009).
La demostracién es por reduccién al absurdo.
Suponemos que sp(A) = ). Vamos a llegar a una contradiccién.

Idea: aplicar el teorema de Liouville a la funcién ¢ o Ra, donde ¢ € B(B(V),C).
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Demostracion
Supongamos que sp(A) = (). Entonces el dominio de R4 es C.

Notamos que Ra(0) # Op(vy. Por Hahn—Banach, encontramos ¢ € B(B(V),C) tal que
©(Ra(0)) # 0.

Pongamos g := ¢ o R4. Entonces g es holomorfa en C:

im 86 — &)
E-A E— A

= lim ¢ (25 (Ra(©) ~ RalN) ) = ~o(RaOV)?)

Ademas, como lim ||Ra(\)|| =0, tenemos lim g(A) = 0.
. A—00 ) A—00
En particular, esto implica que g es acotada.

Por el teorema de Liouville, g es la constante 0. En particular, g(0) = 0. Contradiccién.
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