Teorema de Fubini

Objetivos. Demostrar el teorema de Fubini y conocer un contraejemplo que muestra la
importancia de algunas condiciones del teorema.

Requisitos. Definicion del producto de medidas, teorema de Tonelli.

1 Teorema (Tonelli, repaso). Sean (X,F,u) y (Y,9G,v) espacios de medidas o-finitas, y
sea [ € M(X xY,F xG,[0,+0c<]). Pongamos

~ [ @ex), w)= [Fan we)

Entonces u € M(X, T, [0, 400]), w € M(Y, G, [0, +00)),

Y
/udu— / fd(pxv) :/wdy
Y

X XxY

2 Teorema (Fubini). Sean (X,F,u) y (Y,G,v) espacios de medidas o-finitas, y sea f €
LY X x Y,F x G,C). Entonces f, € LYY, G,v) para casi todo punto v en X, f¥ €
LYX,F, p) para casi todo punto y en Y, las funciones v y v definidas en casi todos
puntos mediante

~ [fav @ex) w)= [Fan ey,
1% X
son integrables, y
/udu: /fd(,uxu):/wdy.
X XXy 1%

Demostracion. Obviamente, el caso complejo se reduce al caso real, por eso consideremos
solamente el caso real. Pongamos

murzfuwﬂw (x € X). m@wz/umwm (yev),

Y X

y de manera similar definimos us y w9 a partir de la funcién f_. Como f < |f|y f- < |f],
tenemos que fy, f- € LY X x Y, F x G, u x v,]0,+00]), y por el teorema de Tonelli

/uldu:/f+d(u><y)<+oo, /ugd,u:/fd(uxu)<+oo, (1)

X XXY X X XY
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ast que uy, us € LY X, F, u, [0, +00]). Pongamos
E = {x € X: w(r)=+o00 V uy(x)= +oo}.

Entonces, u(F) = 0. Para cada x en X \ E,

[t <+, Y/ (o )edv < 100,

Y

ast que f, = (f1)z — (f2)z € LYY, G, v). Més atin, para cada z en X \ E, tenemos que
u(z) = uy(x) — ug(z), asi que u € LY(X,F, u). Restando las igualdades (1), obtenemos
una de las igualdades requeridas, y la otra se demuestra de manera similar. O]

3 Ejemplo. Sea X =Y = [0,1], p y v es la medida de Lebesgue en [0, 1]. Elegimos una
sucesion estrictamente creciente (ag)p2, tal que ag = 0 y a — 1 cuando k — oo. Para
cada k, construimos g, € C([0, 1], [0, +00)) tal que

{x €[0,1]: gr(x) # O} C (ak, ar+1),

y
/ ault)dt = 1.
[0,1]
Pongamos
flz,y) = Z(Qk(l’) = gr+1(2)) 9i(y)-

Notemos que para cada (z,y) en [0,1]?, solamente un término en esta serie puede ser
distinto de cero, asi que la suma tiene sentido. Se puede ver que

/ /f(x,y)du(m) dv(y) =0, / /f(x,y)dV(y) dp(z) = 1.

[0,1] 0,1] [0,1] 0,1]

Ejercicio: explicar por qué no se cumple la conclusion del teorema de Fubini.
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