Transformada de Fourier de la funcién gaussiana

Proposicién 1 (sobre la paridad de la transformada de Fourier). Sea f una funcion

integrable y par: f € LY(R), f(—xz) = f(x) para casi todo v en R. Entonces la funcién f
también es par.

Demostracion.
feo) = | stayemieto - [ flayeramicn
R R
hacemos el cambio de variable © = —z y usamos la paridad de f:
- [ fewerme— | e - fie) 0
R R

Proposicién 2 (sobre la transformada de Fourier de la funcién dilatada). Sea f € L(R)
y A € R\{0}. Pongamos

g(x) = F(a).

90 - 37 (5)-

Demostracion. Aplicamos las definiciones y el cambio de variable u = Ax:

Entonces para cada £ en R,

99 = [ FOw) e do 5 | ) du - %f(%) | !

Lema 3 (integral de Gauss).

j%e‘“g dz = /7. (1)

Demostracién. Denotemos la integral por J, consideramos J? y escribimos .J? como una
integral doble usando el teorema de Tonelli:

() (e o) )
R R R R R2

Pasamos a las coordendas polares (z = rcosy, y = rseny):

too 2w oo o
J2=f f e " rdQDdrzwf e " 27“d7"=7rj e ' dt =m. O
o Jo 0 0

Corolario 4.

.femﬂmzL @)
R
Demostracién. Se obtiene de (1) usando el cambio de variable t = 4/mz. [
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La transformada de Fourier de la funciéon gaussiana

Proposicién 5 (la transformada de Fourier de la funcién gaussiana). Definimos f en R
mediante la regla

flz)=eT".
Entonces f: f.

Demostracion basada en andlisis complejo. La funcion f es par, por eso su transformada
de Fourier también es par, y es suficiente calcular f(&) para £ > 0. Para £ = 0, por la

~

férmula (2), tenemos f(0) = 1. Para £ > 0, tenemos que calcular la integral
J e—ﬂ'ac2 e—27riz§ dr.
R

Denotemos por F' a la funcién original extendida al dominio C:
F(z)=eT™  (2€C).

Esta funcién es entera (es decir, holomorfa en C), y por el teorema integral de Cauchy sus
integrales sobre todos los contornos cerrados son cero. Para cualquier R > 0 consideremos
el contorno rectangular I'g que une los puntos complejos —R, R, R+i{, —R+i¢ (elegimos

la orientacién positiva, contra reloj). Parametrizamos cada lado como estd indicado en el
dibujo:

z=1t+1i¢
§
z=—-R+it z=R+it
—R 0 z=1 R
Entonces SFR F(z)dz =0, esto es,
-R 0

JR F(t)dt + F F(R+it) dt+f

-R 0 R

F(t+i§)dt+f F(—R+1it)dt = 0. (3)
3

1. Cuando R tiende a +o0, la primera integral tiende a la integral de Gauss, es decir, a
V.

2. Acotamos la segunda integral:

3 3 ) ) )
f F(R“r‘lt) dt‘ gj ‘e—ﬁR —2mitR+mwRt
0

3
dt = e—ﬂ'RQJ' e7rRt2 dt < é—ewR§2 e—ﬂ'R2 '
0 0
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Para £ fijo y R — 400, esta expresion tiende a 0. De manera similar, la cuarta integral
tiende a cero cuando R — +0.

3. La tercera integral se puede escribir como

- : i t2—2rit 2 2 i t2—2mit
f F(t+1§)dt=—f e T TRmittEmt dtz—e“J e TS gy

R -R -R
Cuando R tiende a +00, esta expresién tiende a ™™ f(f) Pasamos al limite en (3):

1+0—e f(€)+0=0.

~

Despejando f(€) obtenemos
fl&)=e

para ¢ > 0. Usando la paridad de f v el hecho que (—€)? = €2, concluimos que la misma
formula es vélida para & < 0. [

Demostracion basada en la derivacion respecto al parametro. Denotemos f por g. Nota-
mos que la funcién =z — (—2wiz)f(z) es integrable, por eso en la siguiente férmula
podemos derivar respecto a & dentro de la integral:

ma:La%&ﬂwm,

y obtenemos que
J1€) = | (~2min)e ™ f(o)de
R

Notamos que f'(z) = —2mx f(x), asi que
96 =1 | ¥ pla)dn =1 F1(6)
R

La funcién f’ es integrable, y se sabe que f’(é’) = 27Ti§f. Luego

g'(§) =i2mi) f(§) = —2mEg(§).

Ademés, por (2), g(§) = 1. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial con una condi-
cién inicial:
g(§) = —2m&g(8),  9(0) = 1.

Se puede aplicar el teorema de Picard y concluir que este problema tiene una unica
solucién. La solucién se adivina facilmente: g(&) = e, O
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La transformada de Fourier y el nicleo de calor
Corolario 6 (la transformada de Fourier y el ntcleo de calor). Para cadat > 0, pongamos

1 2

(Hy)(z) = i e (x € R).

Entonces

Ht(ac) _ f 6747721552 627ria:§ dé& (4)
R
Demostracion. Sea f la funcién gaussiana de la Proposicién 5, y sea
Gt(ﬁ) _ e—47r2t52 ‘

Entonces

Gi(€) = f(VAntE).

Aplicamos la Proposicién 2 con A = +/4xt (intercambiando los papeles de x y &):

. - 1 -~ xXr 1 12
eI AT e — G (z) = < ) = —c¢ .
fR ¢ /(@) \/47rtf VAart A4t

Cambiando & por —¢ obtenemos (4). O
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