Transformada de Fourier
y transformadas simples de la funcién

En este tema suponemos que f € L'(R). Denotamos por fopor F (f) la transformada
de Fourier de f, definida como la funcién R — C que actia mediante la regla

F(©) = () = / 17 f(r)du(z) (€ € R). (1)

R

Observacion 1. Expliquemos la definicién de la transformada de Fourier de manera mas
detallada. Dada una funcién h medible y Lebesgue integrable (es decir, h € £L(R)), su

transformada de Fourier  se define por la férmula similar a (1). Si hy y hy son dos
funciones del espacio £!(R), iguales casi en todas partes (c.t.p.), entonces es facil ver que

sus transformadas de Fourier coinciden: h; = hy. Por lo tanto, podemos pensar que la
transformada de Fourier se define en clases de funciones, es decir, en el espacio L'(R). En
lo que sigue, casi siempre pasamos libremente de funciones a sus clases de equivalencia.

Proposicién 2 (la transformada de Fourier es lineal). Sean fi, f» € L*(R), A € R.
Entonces,

Flfi+ o) =F(f)+F(f), F(Af1) = AF(fr).
Demostracion. Sale de la propiedad lineal de la integral. O

Proposicién 3 (la transformada de Fourier y los desplazamientos de la funcién). Sean
f € LYR), s € R. Definimos g: R — C como g(z) = f(x — s). Entonces,

(&) = e 2 f(g).

Demostracion. En la integral hacemos el cambio de variable y =  — s, luego aplicamos
la propiedad principal de la funcién exponencial y la propiedad homogénea de la integral:

3(6) = / Flo— 5) e du(a) = / F(y) e 2760 dpu(y)

_ efiQﬂgs /f(y) e—i2w£y du(y) — 67127@8 f(é) Il

R

Proposicién 4 (la transformada de Fourier de la funcién reflejada). Sea f € L'(R).
Definimos g: R — C como g(x) = f(—x). Entonces,

9&) =f(=¢) (£ €R)
Demostracion. En la integral hacemos el cambio de variable y = —u:

~

3(6) = / f(—x)e 2 du(r) = / F(y) e O du(y) = F(—g). m
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Corolario 5. Sea f € LY(R) una funcién par:

Entonces, f también es par.

Demostracion. Consideramos g(x) := f(—z). Por la proposicién anterior, para cada & en
R tenemos que g(&) = f(—¢). Por otro lado, como g = f, (&) = f(&). O]

Corolario 6. Sea f € LY(R) una funcién impar:
f(=z)=—f(x) (zeR).
Entonces, f también es impar.

Observacién 7. En los Corolarios 5 y 6, en vez de las funciones, podemos considerar
clases de equivalencia. En otras palabras, suponer que f € L'(R) y las igualdades f(—x) =

f(z) o f(—x) = —f(x) se cumplen c.t.p.

Proposicién 8 (la transformada de Fourier de la funcién dilatada). Sean f € L'(R),
A > 0. Definimos g: R — C como g(x) = f(x/)\). Entonces,

~

9(&) = Af(AE).

Demostracion. En la integral hacemos el cambio de variable y = x/X:
~ T —i2méx —i2m fl
90 = [ 1(3) e dulo) =1 [ F)e 20 duty) = A7(6) 0
R R

Proposicién 9 (la transformada de Fourier y la modulacién de la funcién). Sean f €
L'(R), n € R, |

g(x) == e 2™ f(1) (r € R).
Entonces,

A~

9 =f(&=m)  (E€R).

Demostracion.

~

§&) = [ e e f(x)dp(x) = f(€ —n). O

o —

Proposicién 10 (la transformada de Fourier de la funcién conjugada). Sea f € L'(R).
Pongamos g == f. Entonces,

9 =f(=¢)  (E€R).

Demostracion.

96 = [ T duta) = [ fa) =207 dua) = Fi-g). .

R
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Proposicién 11 (la transformada de Fourier de la parte real y de la parte imaginaria de
una funcién). Sea f € L'(R). Pongamos u = Re(f), v :=Im(f). Entonces,

~ ~

(FO+7-0), a0 = 5 (F©) - 7).

N | —

u(§) =
Demostracidn. Expresamos u y v a través de fy f:

1 — 1 —
U—§(f+f)a U—a(f—f)
Aplicamos la Proposicién 10 y obtenemos el resultado. O

Corolario 12 (la transformada de Fourier de una funcién real). Sea f € LY(R) tal que
f(z) € R c.t.p. Entonces,

~

f=6)=Ff¢& (EeR).

Los resultados de este tema se pueden resumir en la siguiente tabla.

pardmetro g(z) 9(&)
seR | fle—s) |e 12 (e
f=n) | =8

A>0 | fl@/A) | AT
neR |2 f(z) | F(€—n)

(@)

/‘\>
|

I

~
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