Coeficientes de Fourier
y transformadas simples de la funcién

1

En este tema suponemos que f € L (R). En particular, los resultados se cumplen

2m-per
también para f en L%W—per(R)' Para cada k en Z, denotamos por ¢ a la funcién
pu(z) = et

Lema 1 (sobre las integrales de una funcién periédica). Sea f € LY . (R) y sea o € R.

2m-per
Entonces
a—+2m 2T

/ f(x)dx:/f(x)dx.

a2 2 a+2m

/f(x)d@":/f(x)dx—i— / flz)dz.

En la segunda integral hacemos el cambio de variable y = x —27. Como f es 2w-periddica,
f(y +2m) = f(y). Luego

Demostracion.

72ﬁf(x) dr = 7f(x) dz + 7f(x) de = 7f(x) d. 0

Proposicién 2 (los coeficientes de Fourier y los desplazamientos de la funcién). Sean
f e Ly (R), s € R. Definimos g: R — C como g(x) = f(z — s). Entonces

Gr =e M5 fr

Demostracion. En la integral hacemos el cambio de variable y =  — s, luego aplicamos
la propiedad principal de la funcién exponencial, la propiedad homogénea de la integral
y el Lema 1:

27 2m—s
~ 1 —kix 1 —ki(y+s
ng—/f(a:—s)ek dx:—/f(y)ek(y+)dy
2T 2T
0 —5
2w

o1 : L~
— e—k:ls 2_/f<y) e—k’ly dy — e—kls fk: n
™
0

Proposicién 3 (los coeficientes de Fourier de la funcién reflejada). Sea f € L%W_per(R).
Definimos g: R — C como g(z) = f(—x). Entonces

Gk = [k
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Demostracion.

27 0
1 . 1 .
Bi= 5 [ e o= o [ e ay.
T 2T
0 —27

Como la funcién debajo de la integral es 27-periddica, podemos cambiar el intervalo de

integracién a [0, 27]:
27
N 1
=5 | TWe-x(y)
m
0

Proposiciéon 4 (los coeficientes de Fourier y modulacién de la funcién). Sean f €

dy = foy. O

Ly per(R), p €Z, g = @pf. Entonces
/g\k = fk—p-
Demostracion.
1 2T 1 2T
gk = %/@k ppf dp = %/kapf dp = frp. O
0 0
Proposicién 5 (los coeficientes de Fourier de la funcién conjugada). Sea f € Ly, .. (R).
Pongamos g = f. Entonces L
G = f-r-
Demostracion.
2T 2T
~ 1 [— 1 =
9k = 5 flz =5 f(@) oop(z)dz = fop. [
0

Proposicién 6 (los coeficientes de Fourier de la parte real y de la parte imaginaria de

una funcién). Sea f € Lj, _,..(R). Pongamos u = Re(f), v :=Im(f). Entonces

=5t ) =g (i Ta)

Proposiciéon 7 (los coeficientes de Fourier de la derivada de una funcién). Sea f €
Corper(R) tal que f es absolutamente continua en cada segmento finito de R. Denotemos
por g a la derivada de f. Entonces

G = ki fr.

Demostracion. Aplicamos la integracién por partes:

2
:iﬂ—/f/(x)e—ika: d$:w+kl_/“f e~ ikz d:L'—/flfk. [
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