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Objetivo: demostrar el lema de Fatou usando el teorema de la convergencia monétona.

Lema de Fatou
Sea (X, F, 1) un espacio de medida
y sea (f,)nen una sucesién de funciones de clase M (X, F, [0, +o0]).

Entonces
/X (iminf £,) dp < |.nn$.£f/x i
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Completez del espacio LP

Teorema de la convergencia dominada
Teorema de la convergencia monétona
Propiedad o-subaditiva de medida

La medida de la unién de una suc. crec.

Propiedad o-aditiva de medida
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Prerrequisitos:
@ el concepto del limite inferior de una sucesién;
o el teorema de la convergencia mondtona;

@ la propiedad monétona de la integral respecto a la funcién.
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El limite inferior de una sucesidn

Sea (an)nen una sucesién en R. Entonces,

liminf a, .= sup inf a,.
n—o0 kEN nzk

Denotamos por by el infimo de la k-ésima cola:

by = inf a.
k >k n
La sucesion (bg)ken es creciente, y
liminf a, = sup by = lim by.
n—o00 keN k— o0
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Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue

Sea (X, F, 1) un espacio de medida
y sea (fy)nen una sucesién creciente en M(X, F, [0, +0o0]).

Denotemos por g: X — [0, +0o¢] la funcién limite:

g(x) = lim fy(x).

n—oo

Entonces, g € M(X, F,[0,+<]) y

/ngu:n||_>rrgo/xf,,du.
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Monotonia de la integral de Lebesgue respecto a la funcién

Proposiciéon
Sean f,g € M(X,F,[0,400]) tales que f < g. Entonces,

/fdug/gdu.
X X
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La convergencia puntual no garantiza la convergencia de las integrales

Ejemplo. Consideramos el espacio R con la medida de Lebesgue p.

1

fa(x) = cosh(x — )2’ g(x)=0.
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La convergencia puntual no garantiza la convergencia de las integrales

Ejemplo. Consideramos el espacio R con la medida de Lebesgue p.

1

fa(x) = cosh(x — )2’ g(x)=0.

Entonces se tiene la convergencia puntual f, — g, pero

/f,,d,u:2, /gd,uzO.
R R
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Lema de Fatou

Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea (f,)nen € M(X, F, [0, +o00])N.
Entonces,

/X (iminf £,) du < |L@L%f/)< 7 d
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Inicio de la demostracién: conocemos a los personajes del cuento

gk(x) = Agﬁ( f(x), h(x) = I|nrllor2)f fn(x)-
Para cada x en X, la sucesion (gk(x))ken es creciente.
h(x) = sup gk(x) = lim gk(x).
keN k—o00

Las funciones gx y h son F-medibles.



Lema de Fatou
[e]e] Je]e]

Demostracion

L g(x) = inf i) |
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Demostracion

[ Vn>k > }_L gn(x) i= Inf falx)
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Demostracion

(Vn>k fo>g J— &0)=ofhix)

Vn > k
/fnduz/gkdu
X X

i >
bgﬁ(/x fndu_/xgkdu}
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Demostracion

(Vn>k fo>g J— &0)=ofhix)

Vn > k
/fnduz/gkdu
X X

T

inf | fodp > d i i n = i
[&A ﬂ—A@M}A&Q@A“@ﬁkﬁﬁw
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Demostracion

>k f>a }_‘ gk(x) = inf fi(x) ‘_{ VkeN g < gks1 j

Vn > k
/fnduz/gkdu
X X

T

inf | fodp > d i i n = i
[&A ﬂ—A@M}A&Q@A“@ﬁkﬁﬁw
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Demostracion

>k f>a }_‘ gk(x) = inf fi(x) ‘_{ VkeN g < gks1 j

v 2 i TCM
/fnduz/gkdu
X X

T
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El caso particular cuando existe el limite puntual

En muchas aplicaciones, la sucesién (f,)nen converge puntualmente a una funcién h.

En este caso, Iirlinf f, coincide con h, y el lema de Fatou afirma que
n—oo

/th,,tgnnnlgf/xfndu.

Aln en este caso, la desigualdad puede ser estricta.

Revisar el mismo ejemplo:

1
X=R, folx)=—-"0, = 0.
LR = e B0 =0
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Otros ejemplos con desigualdad estricta

Ejemplo. X =N, con la medida de conteo, f, = 1(,,. En otras palabras,

fo(m) = dm.n.

En los siguientes ejemplos, consideramos R con la medida de Lebesgue.
Ejemplo. X =R, f, = 1}, n41)-
Ejemplo. X =R, fn =n ]1(071/,,).

Ejemplo. X =R, £, = 1[,2p).

Ejemplo. X =R, f,(x) = (x—n2+1
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