Teorema de Carathéodory

Objetivos. Dada una medida exterior ¢, definir conjuntos Carathéodory-medibles respec-
to a ¢, mostrar que esos conjuntos forman una o-algebra y la medida exterior ¢ restringida
a esta algebra es una medida. Demostrar el teorema de Carathéodory: cada premedida
definida en un anillo se puede extender a la g-algebra generada por este anillo.

Requisitos. Semianillos y anillos, premedidas, medidas y medidas exteriores. Medida
exterior generada por una premedida definida en un anillo.

Conjuntos Carathéodory-medibles respecto a una medida exte-
rior

1 Definicién (conjuntos Carathéodory-medibles respecto a una medida exterior). Sea X
un conjunto y sea ¢: 2% — [0, +00] una medida exterior. Un conjunto A C X se llama
Carathéodory-medible respecto a ¢ si

VP C X ©(P)=p(PNA)+pP\A).

Denotemos por €, al conjunto de todos los conjuntos Carathéodory-medibles respecto a
la medida exterior ¢:

C,={ACX: VPCX oP)=pPNA)+eP\A}.
2 Observacién. Para todos A,Y C X, la desigualdad
(P) < p(PNA)+o(P\A)

se sigue de la propiedad subaditiva de la medida exterior ¢. Por eso los conjuntos Ca-
rathéodory-medibles respecto ¢ se pueden definir de la siguiente manera:

C,={ACX: VPCX @PNA)+eP\A) <pP)}.

Medidas completas

3 Definicién (medida completa). Sea (X,F, ) un espacio de medida. Se dice que
(X, T, n) es completo o que la medida u es completa, si para cada A en F tal que u(A) =0
y cada B C A, se tiene que B € F.

4 Ejemplo (ejemplo de una medida incompleta). Sean
X ={1,2,3,4}, F={{1,2},{3,4}}.
Definimos p: F — [0, +00] como la funcién constante cero:
u(A) =0 (Ae 7).
Entonces, u({1,2}) =0y {1} C {1,2}, pero {1} ¢ F, asi que la funcién p no estéd definida

en {1}.
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Construccion de Carathéodory:
o-algebra y medida asociadas a una medida exterior

5 Teorema (sobre la o-dlgebra y medida asociadas a una medida exterior). Sea X un
congunto y sea @: 2% — [0, +00] una medida exterior. Entonces, C, es una o-dlgebra y la
restriccion de ¢ al conjunto C, es una medida completa.

Partimos la demostracién en una serie de lemas.
6 Lema. C, es un dlgebra de conjuntos sobre X.
Demostracion. 1. X € C,. Ejercicio.

2. Sea A € C,. Entonces, A° € C,. Ejercicio.

3. Sean A, B € C,. Demostremos que AN B € C,. Sea P C X. Entonces,

(PN (ANB))+¢(PN(ANB)9)
=p(PN(ANB))+ePN(ANB)NA)+o(PN(ANB)* N A
=p(PNANB)+¢(PNB NA)+ p(PN A
=@p(PNA)+ p(PNAS) =p(P).

Ejercicio: demostrar que PN(ANB)°NA = PNB‘NAy PN(ANB)*NA° = PNA".

4. Sean A, B € C,. Entonces, de los incisos 2 y 3 de esta demostracién se sigue que
AUBeC,y A\ B € C,, porque

AUB=(A°NB°°, A\B=AnDB" O

7 Lema. Sean A, B € C, disjuntos y sea P C X. Entonces,
e(PN(AUB))=¢(PNA)+¢(PnNB).
Demostracion. Pongamos Q = P N (AU B) y apliquemos la condicién A € C,:
P(Q) = p(QNA) + ¢(Q N A°).

Luego notemos que

QNA=(PNANA)U(PNBNA)=PNA,
QNA°=(PNANA)YU(PNBNAY =PNB. O
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8 Lema. Sea m € N, sean Ay, ..., A, € C, disjuntos a pares y sea P C X. Entonces,

Demostracion. Aplicamos el Lema 7 y la induccion matematica sobre m. En el casom = 1
la afirmacién es trivial:

Suponiendo que m € {2,3,...} y la afirmacién es cierta para m — 1; la vamos a demostrar
para m. Ponemos

m—1
j=1
Entonces, BN A, = 9, U Aj = BUA,,. Aplicamos el lema anterior y luego la hipdtesis
j=1

de induccién:

(PN (BUA,))=p(PNB)+e(PNA,)

-1 m

=Y p(PNA)+o(PNAy) =D PN A). O

1 j=1

3

J

9 Lema. Sea (A;);jen una sucesion disjunta en C, y sea

jEN
Entonces, B € C, y

p(B) = Z@(Aj) (1)

Demostracion. Denotemos por (Cy)ren @ la sucesién de las “uniones parciales” de la
sucesion (A;)en:

k
Ck = U Aj.
j=1

Sea P C X. Por el lema anterior,

e(PNCy) = Z (PN A;).

Teorema de Carathéodory, pagina 3 de 6



De aqui,

P(PN B+ @(PNAj) =P NB)+p(PNCy)

j=1
usando la contencion B¢ C Cf y la monotonia de ¢
< p(PNCE) + (PN Cy)

usando el hecho que Cj, € €,

= ¢(P).
Pasamos al limite cuando k — oc:
p(PNBY)+ Y (PN Aj) <p(P). (2)
j=1
Por otro lado, apliquemos la propiedad subaditiva de ¢:

o(P) < (PN B+ g(PAB) < o(PNB) 1+ p(POA). 3)

=1

De (2) y (3) obtenemos que

o(P) = (P B) + o(P N BY) (4)
y
P(P) = p(PN B+ 0(PN A4)) (5)

La igualdad (4) se cumple para cada P C X, por lo tanto B € C,. De la igualdad (5),
poniendo P = B, obtenemos (1). O
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10 Lema. Sean X un conjunto y A una dlgebra de conjuntos sobre X. Ademds, supon-

gamos que A es cerrada bajo uniones numerables disjuntas. Entonces, A es una o-dlgebra
sobre X.

Idea de demostracion. Cada unién numerable se expresa a través de uniones finitas, dife-
rencias y una uniéon numerable disjunta. O]

Demostracion. Sea (A;),en una sucesién de conjuntos en A y sea

B =4,

jeN

Tenemos por demostrar que B € A. Para cada k en N, definimos
k
Ck = U Aj, Dk = Ck \ Ckfl.
j=1

Entonces, como ya habiamos visto previamente, los conjuntos D, son disjuntos a pares y

U4 =Jc =D

jeN keN keN

Los conjuntos Cj y Dy se obtienen de A; a través de uniones finitas y diferencias, por
lo tanto pertenecen al algebra A. Como A es cerrada bajo uniones disjuntas numerables,
B e A. O

Por los lemas anteriores, €, es una o-dlgebra, y la restriccién de ¢ a €, es una medida.
Nos falta demostrar que esta restriccién es una medida completa.

11 Lema. Si: B C X y p(B) =0, entonces A € C,.

Demostracion. Para cada P C X, tenemos que

o(PNB)+@(P\B) <¢(B)+¢(P)=0+p(P)=¢(P). O

12 Lema. La restriccion de ¢ a C, es una medida completa.

Demostracion. Sea A € €, tal que p(A) = 0y sea B C A. Por la propiedad mondtona
de la medida exterior ¢, tenemos que p(B) = 0. Luego aplicamos el lema anterior. O]

Con esto se termina la demostracion del Teorema 5.
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Teorema de Carathéodory sobre la extension de una premedida
definida en un anillo a la o-algebra generada por este anillo

13 Teorema (teorema de Carathéodory sobre la extension de una premedida definida en
un anillo a la o-dlgebra generada por este anillo). Sean X un conjunto, A un anillo sobre
X ypu: A — [0,400] una premedida. Denotemos por F a la o-dlgebra generada por A.
Entonces eziste una medida v: F — [0, +0o0] tal que v(Y) = uw(Y') para cada Y en A.

Demostracion. Denotamos por p* a la medida exterior generada por la premedida p. Sea
C,+ la o-dlgebra de Carathéodory inducida por p*. Para fines de brevedad, escribiremos
C en vez de €,-. En otras palabras,

e= {YgX: VPCX p(PNY)+u(P\Y) :u*(P)}.

Por el teorema principal de este tema, sabemos que € es una o-algebra.

1. Demostremos que el anillo original A esta contenido en la o-algebra €. Sean A € A
y P C X. Sea (@) en una A-cubierta de P. Entonces, (); N A) ey es una A-cubierta de
PNAy (Q;NA) en es una A-cubierta de PN A°. Aplicamos la definicién de p* y luego
la propiedad condicionalmente aditiva de pu:

[e.9]

QN A) + Y QN A) =D Q)

NE

p(PNA)+p"(PNA°) <

j=1
Hemos demostrado que p*(P N A) + p*(P N A°) es una cota inferior del conjunto
{ZM(Qy‘)i (Qjen e AY, PC Qj} :
j=1 jeN
Por la definicién de p*, concluimos que
pH(PNA)+pt(PNAS) < p'(P).

Como P fue un subconjunto arbitrario de X, hemos demostrado que A € C.

2. Como A C Cy C es una o-algebra, la o-dlgebra F, generada por A, esta contenida
en C. Definimos v como la restriccién de p* a J:

vi= |y

Ya sabemos que p*|e es una medida. Por lo tanto, u*|5 es una medida. Ademas, si A € A,
entonces v(A) = pu*(A) = p(A). Hemos mostrado que v|4 = p. O
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