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Objetivo

Demostrar el teorema para los espacios métricos completos.



Prerrequisitos

Espacios de Baire.

Caracterización de espacios métricos completos en términos de sucesiones de conjuntos
encajados.



Repaso: conjuntos densos

Definición
Sea (X , τ) un espacio topológico. Un subconjunto Y de X se llama denso , si clos(Y ) = X .

Proposición (criterio de conjunto denso)
Sea (X , τ) un espacio topológico y sea Y ⊆ X . Entonces

clos(Y ) = X ⇐⇒ ∀A ∈ τ \ {∅} A ∩ Y 6= ∅.
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Conjuntos magros

Definición
Sea X un espacio topológico y sea Y ⊆ X . Se dice que Y es magro , si

∃(Ek)k∈N ∈ (2X )N
(∀k ∈ N int(clos(Ek)) = ∅

)
∧ Y =

⋃
k∈N

Ek

 .



Espacios de Baire

Proposición
Sea X un espacio topológico. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es de Baire, esto es, para cualquier sucesión (Uk)k∈N de subconjuntos de X ,
abiertos y densos, su intersección

⋂
k∈N Uk también es densa;

(b) cualquier subconjunto magro de X tiene interior vaćıo,
esto es, para cualquier sucesión (Ek)k∈N de conjuntos densos en ninguna parte,
el interior de su unión

⋃
k∈N Ek es vaćıa.



Bolas abiertas y cerradas en espacios métricos

Si (X , d) es un espacio métrico, a ∈ X , r > 0, entonces ponemos

B(a, r) := {x ∈ X : d(x , a) < r}, C(a, r) := {x ∈ X : d(x , a) ≤ r}.



Conjuntos abiertos y bolas cerradas

Lema
Sean X un espacio métrico, A un subconjunto abierto de X , a ∈ A y R > 0.
Entonces existe r tal que 0 < r ≤ R y C(a, r) ⊆ A.

Demostración.
Como A es abierto y a ∈ A, elegimos δ > 0 tal que B(a, δ) ⊆ A. Pongamos

r := min {R, δ/2} .

Entonces 0 < r ≤ R y r < δ. Mostremos que C(a, r) ⊆ A.

Si x ∈ C(a, r), entonces d(x , a) ≤ r < δ, aśı que x ∈ B(a,R) y x ∈ A.
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Repaso: sucesiones anidadas de conjuntos en espacios métricos completos

Proposición
Sea X un espacio métrico completo y sea (Gn)n∈N una sucesión de subconjuntos de X tal que:

Gn es cerrado y no vaćıo para cada n en N,

Gn+1 ⊆ Gn para cada n en N,

limn→∞ diam(Gn) = 0.

Entonces
⋂

n∈N Gn 6= ∅.



Teorema
Cada espacio métrico completo es un espacio de Baire.



Demostración, inicio

Sean (X , d) un espacio métrico completo, (Uk)k∈N una sucesión de subconjuntos de X ,
abiertos y densos,

V =
⋂

k∈N
Uk .

Sea A ∈ τX , A 6= ∅.

Vamos a demostrar que A ∩ V 6= ∅.



Demostración, construcción de x1 y r1

Vamos a construir una sucesión de puntos y una sucesión de radios:

(xk)k∈N ∈ XN, (rk)k∈N ∈ (0,+∞)N.

Como A es abierto y U1 es denso, A ∩ U1 6= ∅.

Elegimos x1 ∈ A ∩ U1. Como A ∩ U1 es abierto, encontramos r1 en (0, 1] tal que

C(x1, r1) ⊆ A ∩ U1.
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Demostración, propiedades de C(xk , rk)
(C(xk , rk))k∈N es una sucesión de conjuntos cerrados y no vaćıos.

Además, para cada k,

C(xk , rk) ⊆ Uk ∩ B(xk−1, rk−1) ⊆ C(xk−1, rk−1).

Para cada k, diam(C(xk , rk)) ≤ 2rk <
2
k , aśı que

lim
k→∞

diam(C(xk , rk)) = 0.

Como X es completo, encontramos

y ∈
⋂

k∈N
C(xk , rk).
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