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Objetivo

= Demostrar el teorema para los espacios métricos completos.



Prerrequisitos

= Espacios de Baire.

= Caracterizacidon de espacios métricos completos en términos de sucesiones de conjuntos

encajados.



Repaso: conjuntos densos

Definicion J

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto Y de X se llama denso , si clos(Y) = X.




Repaso: conjuntos densos

Definicion

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto Y de X se llama denso , si clos(Y) = X.

V.

Proposicién (criterio de conjunto denso)

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea Y C X. Entonces

clos(Y) = X = VAer\{0} AnY #0.




Conjuntos magros

Definiciéon

Sea X un espacio topolégico y sea Y C X. Se dice que Y es magro , si

keN

I(E)ken € (25N ((Vk eN int(clos(Ex)) = @) A Y = U Ek> .




Espacios de Baire

Proposicion
Sea X un espacio topolégico. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es de Baire, esto es, para cualquier sucesion (Ux)ken de subconjuntos de X,

abiertos y densos, su interseccién (), cy Ux también es densa;

(b) cualquier subconjunto magro de X tiene interior vacio,
esto es, para cualquier sucesién (Ey)ken de conjuntos densos en ninguna parte,

el interior de su unién (J,cy Ex es vacia.




Bolas abiertas y cerradas en espacios métricos

Si (X, d) es un espacio métrico, a € X, r > 0, entonces ponemos

B(a,r) ={x € X: d(x,a) < r}, C(a,r) ={xe X: d(x,a) <r}.



Conjuntos abiertos y bolas cerradas

Lema
Sean X un espacio métrico, A un subconjunto abierto de X, a€ Ay R > 0.
Entonces existe r tal que 0 < r < Ry C(a,r) C A.
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Sean X un espacio métrico, A un subconjunto abierto de X, a€ Ay R > 0.
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Demostracion.

Como A es abierto y a € A, elegimos § > 0 tal que B(a,d) C A.
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Conjuntos abiertos y bolas cerradas

Lema
Sean X un espacio métrico, A un subconjunto abierto de X, a€ Ay R > 0.
Entonces existe r tal que 0 < r < Ry C(a,r) C A.

Demostracion.

Como A es abierto y a € A, elegimos § > 0 tal que B(a,d) C A. Pongamos
r:=min{R,5§/2}.

Entonces 0 < r < Ry r <d. Mostremos que C(a,r) C A.

Si x € C(a,r), entonces d(x,a) < r <4, asi que x € B(a,R) y x € A,



Repaso: sucesiones anidadas de conjuntos en espacios métricos completos

Proposicién

Sea X un espacio métrico completo y sea (Gp,)qen una sucesiéon de subconjuntos de X tal que:
= G, es cerrado y no vacio para cada n en N,
= Gpy1 C G, para cada nen N,
» limy_o0 diam(G,) = 0.

Entonces (,en Gn # 0.




Teorema
Cada espacio métrico completo es un espacio de Baire.




Demostracion, inicio

Sean (X, d) un espacio métrico completo, (Ux)ken una sucesién de subconjuntos de X,
abiertos y densos,
V=) U

keN
Sea Ac 7x, A#0.

Vamos a demostrar que ANV # ().



Demostracién, construccion de x3 y n

Vamos a construir una sucesién de puntos y una sucesién de radios:

() ken € XN, (r)ken € (0, +oo)™.
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Demostracién, construccion de x3 y n

Vamos a construir una sucesién de puntos y una sucesién de radios:
XN 0 N
(xi)ken € X7, (rk)ken € (0, +00)".

Como A es abierto y U; es denso, AN Uy # (.

Elegimos x; € AN U;. Como AN U; es abierto, encontramos r; en (0, 1] tal que

C(Xl7 r1) C AN U;.



Demostracién, construccion de xx y r

SeakenN, k> 2.
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Demostracién, construccion de xx y r

Sea ken N, k> 2.

Suponemos que xx_1 Y rkx_1 ya estan elegidos.

Como Uy es denso y B(xk_1,rk—1) es abierto,

U N B(Xk_l, rk_l) # 0.
Elegimos xx € Ux N B(xk—1, rk—1)-

Como Uk N B(xk—1, rk—1) es abierto, encontramos ry tal que 0 < ry < 1/ky

C(xk, r) € Uk N B(xk—1, rk—1)-



Demostracion, propiedades de C(xx, r«)

(C(xk, r))ken es una sucesion de conjuntos cerrados y no vacios.
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Demostracion, propiedades de C(xx, r«)
(C(xk, r))ken es una sucesion de conjuntos cerrados y no vacios.

Ademas, para cada k,
C(xk, r) € U N B(xk—1, rk—1) € C(Xk—1, rk—1)-
Para cada k, diam(C(xk, rx)) < 2ry < % asi que

lim diam(C(xk, rx)) = 0.

k—o00

Como X es completo, encontramos

y € ﬂ C(Xk,rk).

keN
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