Teorema de Baire para espacios métricos completos

Objetivos. Demostrar el teorema de Baire para los espacios métricos completos.

Prerrequisitos. Bolas abiertas y cerradas en espacios métricos, criterio de espacios métri-
cos completos en términos de sucesiones anidadas de conjuntos, subconjunto denso en un
espacio topoldgico, espacios de Baire.

Aplicaciones. Algunos teoremas fundamentales sobre espacios de Banach, incluso el
principio de acotacién uniforme y el teorema de la transformacion lineal abierta.

1 Proposicién (repaso: criterio de espacio de Baire). Sea X un espacio topolégico. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es de Baire, esto es, para cualquier sucesion (Uy)gen de subconjuntos de X,
abiertos y densos, su interseccion (\,cy Ux también es densa;

(b) cualquier subconjunto magro de X tiene interior vacio, esto es, para cualquier suce-
sion (Ex)ken de conjuntos densos en ninguna parte, el interior de su union UkeN E
es vacia.

Hay dos teoremas de Baire. El primero dice que todos los espacios métricos completos son
de Baire. El segundo dice que todos los espacios de Hausdorff localmente compactos son
de Baire. En estos apuntes demostramos solamente el primero de estos dos teoremas. Si
(X,d) es un espacio métrico, x € X, r > 0, entonces ponemos

B(z,r) ={y € X: d(z,y) <r}, Clz,r) ={y e X: d(z,y) <r}.
2 Lema. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto abierto de X, a € A y R > 0.

Entonces existe r tal que 0 <r < R y C(a,r) C A.

Demostracion. Como A es abiertoy a € A, elegimos § > 0 tal que B(a,d) C A. Pongamos
r:=min{R,§/2}.

Entonces 0 < r < Ry r < §. Mostremos que C(a,r) C A. Si z € C(a,r), entonces
d(x,a) <r <d,asique z € B(a,R) y z € A. ]
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Recordemos una propiedad importante de espacios métricos (en realidad, es una condicién
necesaria y suficiente).

3 Proposicién (sobre una sucesién anidada de subconjuntos cerrados no vacios, cuyos
didmetros tienden a cero, repaso). Sea X un espacio métrico completo y sea (G, )nen una
sucesion de conjuntos cerrados no vacios tal que para cada n en N se cumple G411 C G,
y lim,,_,oo diam(G,) = 0. Entonces (), e Gn # 9.

4 Teorema. Cada espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico completo, (Uy)keny una sucesién de sub-
conjuntos de X, abiertos y densos, y V' = ("),cy U Sea A un subconjunto abierto de X,
A # @. Vamos a demostrar que ANV # &.

Construiremos una sucesioén (xy)geny en X y una sucesion (ry)gen en (0, +00).

Como A es abierto y U; es denso, ANU; # @. Elegimos x; € AN U;. Como ANU; es
abierto, aplicamos Lema 2 y encontramos 7, en (0, 1] tal que C'(zy,71) C AN Uj.

Para cada k en N, £ > 2, suponiendo que x;_1 v 7,1 ya estan elegidos, eligiremos x y 7y
de la siguiente manera. Como Uy, es denso y B(xy_1,7x_1) es abierto, Uy N B(xg_1,75_1) #
@. Elegimos x; € Up N B(xp_1,7%—1). Usando el Lema 2 y el hecho que el conjunto
Uk N B(xg_1,7K_1) es abierto, encontramos ry tal que 0 < rp < 1/ky C(zg,rp) € Up N
B(%Aﬂ”kq)-

Notamos que (C(xk, rt))ken €s una sucesién decreciente de conjuntos cerrados y no vacios.
Ademés, diam(C(xy, 1)) < 21y, asi que diam(C(xy, 7)) tiende a 0 cuando k tiende a oo.
Usando la suposicion que X es completo y aplicando la Proposicion 3, encontramos y tal
que y € C(xg, 7)) para cada k en N.

Como C(z1,7m1) C A, obtenemos que y € A.

Ademas, como C(xy, 1) € Uy para cada k en N, hemos demostrado que y € (o Ur. O

5 Corolario. Sea X un espacio métrico completo y no vacio. Entonces X no es magro.
Demostracion. X es de Baire y int(X) = X # @. O
Este corolario se utiliza en demostraciones de algunos teoremas importantes sobre ope-

radores lineales acotados en espacios de Banach. A saber, lo usamos para demostrar el
teorema de la transformacion lineal abierta y el principio de acotacién uniforme.
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