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Objetivo:
= introducir los espacios normados BV(]a, b]) y AC([a, b]),

= demostrar su completez.



Objetivo:
= introducir los espacios normados BV(]a, b]) y AC([a, b]),

= demostrar su completez.

Prerrequisitos:
= |a variacién total de una funcién,
= funcidén de variacién acotada,

= funcién absolutamente continua.
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Particiones de [a, b]

En este tema suponemos que a,b € R, a < b.



Particiones de [a, b]

En este tema suponemos que a,b € R, a < b.

Una tupla 7 = (79, taus, ..., Tm) se llama particién del intervalo [a, b] , si

a=np<n<...<tm=>b.

Denotemos por P(a, b) al conjunto de todas las particiones de [a, b].



La variacion de una funcién asociada a una particion de [a, b]

Definicién
Sea f: [a,b] — C y sea 7 en P(a, b), con

T=(70,T1s-++Tm), a=1<mn<...<Tm=b.

Pongamos
m

absz Z 7'k _ka 1)|




Propiedades de S,
Ejercicio. Sean f,g: [a,b] = C, A € C, 7 € P(a, b). Demostrar que
Sabs(f +8&,7) < Sabs(f, 7) + Sabs(g: 7)
Sabs(f, 7) = |A| Sabs(f, 7).
Ejercicio. Sean f: [a,b] — C, a < x < b,

T =(a,x, b).

Demostrar que

[F(x)| < [F(a)] + Sabs(f, 7).



La variacién total de una funcidn

Definicion
Sea f: [a,b] — C.

Varg(f) = sup Sas(f, 7).
TEP(a,b)
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Ejercicio. Demostrar que Var’a’ es subaditiva y absolutamente homogénea.



La variacién total de una funcidn

Definicién
Sea f: [a, b] — C.

Varf_,’(f) = sup Sas(f, 7).
TEP(a,b)

Ejercicio. Demostrar que Var‘a’ es subaditiva y absolutamente homogénea.

Ejercicio. Sea f: [a, b] — C. Demostrar que

Varb(f) =0 = f es una constante.



Funciones de variacion acotada

BV([a, b]) == {f € C1#*):  Varb(f) < +oo}.



Funciones de variacion acotada

BV([a, b]) == {f € C1#*):  Varb(f) < +oo}.

Ejercicio. Demostrar que BV([a, b]) C B(]a, b]).



La norma en BV([a, b])

Para cada f en BV(]a, b]), pongamos

1fllgv = Var(f) + [|fllsup.
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La norma en BV([a, b])

Para cada f en BV(]a, b]), pongamos

1fllgv = Var(f) + [|fllsup.

Ejercicio. Demostrar que || - [[gv es una norma.

Si no se dice otra cosa, entonces BV([a, b]) se considera con la norma || - ||gy-



Completez de BV(][a, b])

Ejercicio. Demostrar que BV([a, b]) es completo.



Completez de BV(][a, b])

Ejercicio. Demostrar que BV([a, b]) es completo.

Sugerencias.

Mostrar que si f = (fp)nen €s una sucesidn regular de Cauchy en BV(]a, b)),

entonces f es una sucesién de Cauchy en B([a, b]).

Mostrar que existe g: [a, b] — C tal que ||f, — g||sup < 27" para cada nen N.
Mostrar que Saps(g — fn, 7) < 27" para cada 7 en P(a, b) y cada nen N,
Mostrar que Var2(g — f,) < 2" para cada n en N.

Mostrar que g € BV([a, b]) y ||If, — gllgv < 27! para cada nen N.
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Funciones absolutamente continuas

Definicién
Sea f: [a, b] — C. Se dice que f es absolutamente continua , si
para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

para cada familia finita ((c;, d;))7_; de subintervalos disjuntos de [a, b],

n

ddi-g)<s = Zlf i) = fg)l <e.

j=1




Funciones absolutamente continuas

Definicién
Sea f: [a, b] — C. Se dice que f es absolutamente continua , si
para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

para cada familia finita ((c;, d;))7_; de subintervalos disjuntos de [a, b],

n

Yl-—g)<é = Zlf i) — fg)l <e.

j=1

AC([a, b]) := el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas [a, b] — C.



AC([a, b]) C B([a, b]) N C([a, b]) N BV([a, b])

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio vectorial de B([a, b]).
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AC([a, b]) C B([a, b]) N C([a, b]) N BV([a, b])

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio vectorial de B([a, b]).
Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) C C([a, b]).

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) C BV(]a, b]).



Criterio de funciones absolutamente continuas

Ejercicio. Recordar el segundo teorema fundamental de célculo,

en el contexto de funciones absolutamente continuas.



Criterio de funciones absolutamente continuas

Ejercicio. Recordar el segundo teorema fundamental de célculo,

en el contexto de funciones absolutamente continuas.

Ejercicio. Sea f: [a, b] — C. Recordar una demostracién del criterio:

f € AC([a, b]) — Jg e [Y([a,b]) Vx € a,b]

F(x)

f(a)+/:g.



Criterio de funciones absolutamente continuas

Ejercicio. Recordar el segundo teorema fundamental de célculo,

en el contexto de funciones absolutamente continuas.

Ejercicio. Sea f: [a, b] — C. Recordar una demostracién del criterio:

FeAC(a b)) <« TFgell(ab]) Vxelabl f(x)="F(a)+ /Xg.

Ejercicio. Sea f € AC([a, b]). Demostrar que

b
Varb(f) :/ 7.
a



AC([a, b]) es cerrado en BV([a, b])

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio cerrado de BV([a, b]).



AC([a, b]) es cerrado en BV([a, b])

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio cerrado de BV([a, b]).

Si no se dice otra cosa, entonces AC([a, b]) se considera con la norma || - ||gy restringida.



AC([a, b]) es cerrado en BV([a, b])

Ejercicio. Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio cerrado de BV([a, b]).
Si no se dice otra cosa, entonces AC([a, b]) se considera con la norma || - ||gy restringida.

AC([a, b]) es un espacio de Banach.
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