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@ Introduccion
© El espectro es acotado, y la funcién resolvente tiende a cero en el infinito
© El espectro es cerrado, y la funcién resolvente es continua

@ La funcién resolvente es holomorfa y analitica

Ejemplos
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Objetivo

Dado un espacio de Banach X, estudiaremos las propiedades béasicas del espectro y

de la funcién resolvente de un operador lineal acotado.
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Prerrequisitos

= Kl dlgebra de los operadores lineales acotados en un espacio de Banach.
» El grupo de los operadores invertibles.

= La serie de Neumann.
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Notaciéon

Sea X un espacio de Banach.

Denotamos por B(X) al dlgebra de los operadores lineales acotados X — X.
Usamos la notacién Inv(B(X)) para el grupo de los elementos invertibles de esta
algebra, es decir, para el grupo de los operadores invertibles.

Denotamos por I al operador identidad.
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Definiciones.

Dado A en B(X), el espectro del operador A se define como el siguiente conjunto:
Sp(A) ={reC: A —A¢TInv(B(X))}.

El conjunto C\ Sp(A) se llama el conjunto resolvente del operador A.

La funcién resolvente del operador A se define de la siguiente manera:
Ra: C\Sp(A) = B(X),  Ra(\) =\ —A)""

Algunos autores prefieren trabajar con (A — AI)~! en vez de (A — A)~L.
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La serie de Neumann (repaso)

Proposiciéon
Sea T € B(X) tal que ||T]| < 1.

o0
Entonces I — T € Inv(B(X)), la serie Z T* converge, y
k=0

(I-T)"'= i T*.
k=0
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Ejercicio

Sea T' € B(X) tal que ||T'|| < 1. Demostrar que

A

10 =17 =1 < Ty
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Ejercicio

Sea T € Inv(X) y sea A € C\ {0}. Mostrar que AT € Inv(X) y

1
AT =<T7h
(AT)™ =+
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© El espectro es acotado, y la funcién resolvente tiende a cero en el infinito
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El espectro es acotado

Sea A € B(X) y sea A en C tal que |A| > ||A|. Entonces A ¢ Sp(4) y

Ra(N) =) _ A Flak,
k=0
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Inicio de la demostracion

En la expresién AI — A factorizamos A:

(AI—A):A(I—; )
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Inicio de la demostracion

En la expresién A — A factorizamos A:
A ’

Pongamos T == %A.
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Inicio de la demostracion

En la expresién AI — A factorizamos A:

(AI—A):A(I—%A).

Pongamos T := }A. La condicién |[A| > ||A| implica que

1T = A 1Al < 1.
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Inicio de la demostracion

En la expresién AI — A factorizamos A:

(AI—A):A(I—%A).

Pongamos T := }A. La condicién |[A| > ||A| implica que
T = A7 1Al < 1.

Por la proposicién sobre la serie de Neumann, el operador I — T es invertible, y

1 -1 o0 o]
I—2A) =(I-T)"'=N"TF=N")Fak
(1-34) =u-mr=yr=3
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Final de la demostraciéon

Ya sabemos que A\ —A=\NI—-T)y

(I-T)" Z)\ FAR.
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Final de la demostraciéon

Ya sabemos que A\ —A=\NI—-T)y
(I-T)" Z Ak AR,

Luego
(M —A)~
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Final de la demostraciéon

Ya sabemos que A\ —A=\NI—-T)y
(I-T)"'=> xrar
k=0

Luego
(AT — A)! = %(1 _ )
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Final de la demostraciéon

Ya sabemos que A\ —A=\NI—-T)y

(I-T)"'=> AFaAr
k=0

Luego
(A )t =3 ( -T) E AT
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Ya sabemos que A\ —A=\NI—-T)y

(I-T)"'=> AFaAr
k=0

Luego
(M — At =3 ( E AT g A



Introduccién El espectro es acotado El espectro es cerrado La funcién resolvente es holomorfa Ejemplos
000000000 000000 0000000 0000 00000000

La funcién resolvente tiende a cero en el infin

Proposiciéon
Sea A € B(X). Entonces

Sp(4) € {r e C: A <[All}

l = 0.
Jim [Ra(A)] =0
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La funcién resolvente tiende a cero en el infin

Proposiciéon
Sea A € B(X). Entonces

Sp(4) € {r e C: A <[All}

lim [|Ra(V)]| = 0.
A—00

Demostracién. La contencién se sigue directamente de la proposicién anterior:
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La funcién resolvente tiende a cero en el infin

Proposiciéon
Sea A € B(X). Entonces

Sp(4) € {r e C: A <[All}

lim [|Ra(V)]| = 0.
A—00

Demostracién. La contencién se sigue directamente de la proposicién anterior:

si |A| > ||A]|, entonces A ¢ Sp(A).
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Demostracion

Si |[A| > || A]|, entonces sabemos que

o

Ra(A) =D A F14F
k=0



Introduccién El espectro es acotado El espectro es cerrado La funcién resolvente es holomorfa Ejemplos
000000000 Q00000 0000000 0000 00000000

Demostracion

Si |[A| > || A]|, entonces sabemos que
oo
Ra(A) =D A F14F
k=0
Acotamos la norma:

[RAM]]
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Demostracion

Si |[A| > || A]|, entonces sabemos que
oo
Ra(A) =D A F14F
k=0
Acotamos la norma:

RN <
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

Ra(A) =D A F14F
k=0

Acotamos la norma:

IRANI < DA A]F
k=0
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

Ra(A) =D A F14F
k=0

Acotamos la norma:

IRANII < DI HIA] =
k=0
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

A) =Y ATFlAk
k=0
Acotamos la norma:

IR = ZIAI AN = Z<H|f|n)
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

A) =Y ATFlAk
k=0
Acotamos la norma:
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

A) =Y ATFlAk
k=0
Acotamos la norma:
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

A) =Y ATFlAk
k=0
Acotamos la norma:

Al| 1 1 1
Ra(N)| < A 7F Al <H ) =77 = :
IRA(N] E ATEANT = WZ i N 1AL A= 4]
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Demostracion

Si |[A| > ||A||, entonces sabemos que

A) =Y ATFlAk
k=0
Acotamos la norma:

TN - T = TAT

||A||) 1 1 1

RA < )\k:lAk: <
IRAO Z|| 41 WZ 5

Cuando A tiende a oo, la tltima expresion tiende a cero.
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© El espectro es cerrado, y la funcién resolvente es continua
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Ejercicio auxiliar

Ejercicio. Sea T' € B(X) tal que || T|| < 1. Demostrar que:

1Tl

(7 =)~ = 1| <
1|7
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El espectro es cerrado

Proposiciéon

Sean A € B(X), A € C\ Sp(A), £ € C tal que
1
A < —=.
=A< TR
Entonces £ € C\ Sp(4) y
€ = Al[Ra(V)]?
R — Ra(A .
154 = Ra = T 23 N ma ]
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:

€l — A
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:

e1—A=
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:

El—A=XN—A+ (- NI



Introduccién El espectro es acotado El espectro es cerrado La funcién resolvente es holomorfa Ejemplos
000000000 000000 000@000 0000 00000000

Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:

El—A=MN—A+ (- NI =
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:

€= A=\ = A+ (&= NI =\ = A)(I+ (&= NRa(N).
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:
€= A=\ = A+ (&= NI =\ = A)(I+ (&= NRa(N).

Pongamos
T = —(€ ~ NRa(N).

Entonces la condicién |€ — A| < 1/||Ra(N)| implica que

17l
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:
€= A=\ = A+ (&= NI =\ = A)(I+ (&= NRa(N).

Pongamos
T = —(€ ~ NRa(N).

Entonces la condicién |€ — A| < 1/||Ra(N)| implica que

17 =
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:
€= A=\ = A+ (&= NI =\ = A)(I+ (&= NRa(N).

Pongamos
T = —(€ ~ NRa(N).

Entonces la condicién |€ — A| < 1/||Ra(N)| implica que

1T} = 1& = ALl Ra)IF < 1.
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Inicio de la demostracion.

Transformamos la expresion £1 — A:
€= A=\ = A+ (&= NI =\ = A)(I+ (&= NRa(N).

Pongamos
T = —(€ ~ NRa(N).

Entonces la condicién | — A| < 1/||Ra(A)|| implica que
IT|| =& = Al [|[Ra(N)]| < 1.

Luego I — T es invertible y AI — A es invertible como producto de dos operadores

invertibles.
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Final de la demostraciéon

Iz —1)~" =1
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Final de la demostraciéon

Iz =1)~" =1 <
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Final de la demostraciéon

- 17|
I =1)~" = 1] <
17|
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Final de la demostraciéon

- 17|
I =1)~" = 1] < =
17|
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Final de la demostraciéon

1T _ €= ARAN

I-T)y'-1 = '
II( ) I < 1L—||T|  1—1&=A|[RaON)||
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Final de la demostraciéon

oo 7L e NIRa
I =D =1 = T = T e A [ Ra V]

Como I — A= (N —-A)(I-1T),

Ra(§) = (I = T)""Ra(N).
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Final de la demostracion

1T _ €= ARAN

I-T)y'-1 = '
II( ) I < 1L—||T|  1—1&=A|[RaON)||

Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).

De aqui Ra(§) — Ra(A) = (I = T)~' = I)Ra())
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Final de la demostracion

1T _ €= ARAN

I-T)y'-1 = '
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Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).

De aqui Ra(€§) — Ra(A\) = (I =T)"' = I)Ra(N) ¥

[Ra(§) — Ra(N)]|
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Final de la demostracion

1T _ €= ARAN

I-T)y'-1 = '
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Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).

De aqui Ra(€§) — Ra(A\) = (I =T)"' = I)Ra(N) ¥

[RA(§) = Ra(N)] <
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Final de la demostracion

oo 7L e NIRa
I =D =1 = T = T e A [ Ra V]

Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).

De aqui Ra(€§) — Ra(A\) = (I =T)"' = I)Ra(N) ¥

1RA(E) = RN < I = T)~" = Il [Ra(N)l|
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Final de la demostracion

oo 7L e NIRa
I =D =1 = T = T e A [ Ra V]

Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).

De aqui Ra(€§) — Ra(A\) = (I =T)"' = I)Ra(N) ¥

1RA(E) = RN < I = T)" = Il [Ra(N)II <
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Final de la demostracion

oo 7L e NIRa
I =D =1 = T = T e A [ Ra V]

Como I — A= (N —-A)(I-1T),
Ra(§) = (I =T)""Ra(N).
De aqui Ra(§) — Ra(A) = (I —=T)"' —=I)Ra(\) y

€ = ALIRa(V)IP?

IRA©) = RaWIl < I = 1) = I IBANN < 722 =3 oo
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Final de la demostraciéon

Ra(§) = (I = T)"'Ra(N).
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Final de la demostraciéon

Ra(§) = (I = T)"'Ra(N).

Por lo que,
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Final de la demostraciéon

Ra(€) = (I =T)"'Ra()).
Por lo que,

€ = ALIRa(V)IP?
— & = AlRANII

1RA(€) = RaO)I < I((T = 7)™ = DI [RaW < 5
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La funcién resolvente es continua

Sea A € B(X). Entonces el conjunto Sp(A) es cerrado, y la funcién R4 es continua.
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La funcién resolvente es continua

Sea A € B(X). Entonces el conjunto Sp(A) es cerrado, y la funcién R4 es continua.

Demostracién. Se sigue de la proposicién anterior.



Introduccién El espectro es acotado El espectro es cerrado La funcién resolvente es holomorfa Ejemplos
000000000 000000 0000000 @000 00000000

Plan

@ La funcién resolvente es holomorfa y analitica
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Ejercicio: la primera identidad para la funcion resolve

Ejercicio. Sean A € B(X), A\, € C\ Sp(A). Demostrar que

Ra(A) — Ra(§) = —(A = Ra(AN)Ra(§).
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La funcién resolvente es holomorfa

Sea A € B(X) y sea A € C\ Sp(A). Entonces
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La funcién resolvente es holomorfa

Sea A € B(X) y sea A € C\ Sp(A). Entonces

= —Ra(N)%.

i
£ §—

Demostracion. Se sigue del ejercicio anterior y de la continuidad de R4.
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La funcion resolvente es analitica

Ejercicio. Sea A € B(X) y sea A € C\ Sp(4).
Encontrar una sucesion (Sg)32, en B(X) tal que para cada & en C con
|€ = Al < [|[RA(N)|| 71, se tiene la siguiente expansién:

[e.e]

Ra(€) = (6= NFSh.

k=0

Sugerencia: usar las ideas de la demostracién de la proposicion acerca de que el

espectro es cerrado, y la férmula explicita para (I — T)~!.
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Ejercicios sobre el calculo de algunos espectros

Ejercicio. Calcular el espectro de los operadores de desplazamiento a la izquierda

y a la derecha en el espacio £2(N).

Ejercicio. Sea a € (*°(N). Calcular el espectro del operador de multiplicacién M,

en el espacio £2(N).
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Tarea: el espectro del operador de convolucion en €(Z

Dada una sucesién a € ¢1(Z), definimos S, : (*(Z) — (*(Z),

(Sax); = Z aj_ kT

keZ

Entonces se puede demostrar que
Sp(Sa) = f[T],
donde T:={z€C: |z|] =1}y

f(t) = Z at®.

keZ
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a=(...,0, ,, 0, 0,2
~— T~~~
-1 0 1 3

0,...),

) )

ft)=t1 -2

La curva es el espectro de Sj,.
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Ejemplo complicado:

el espectro del operador de convolucion truncada en ¢

Dada una sucesién a € ¢1(Z), definimos T, : £2(Ngy) — £2(Np),
(Tox); = Z aj_ kT
k=0

Entonces Sp(7,) es el subconjunto de los puntos en C que se “abarcan” por la

curva del ejemplo anterior.
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Ejemplo complicado:

el espectro del operador de convolucion truncada en

a=(..,0,1,0,0,-2
~
-1 0 1 2

,0,...),

9 9

f(t)y =t"1 —2¢2

La figura sombreada es el espectro de T,.
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Ejercicio: el espectro del desplazamiento a la izquierd

Sea p € [1,+00). Consideramos L: (P(N) — (P(N),

(La)j = xj41.

Calcular ||L||. Concluir que Sp(L) C {z € C: |z| <7?77}.
Sea A € C, |A| < 1. Encontrar 2 € (?(N) tal que = # Oy y

Lz = \x.

Se trata de resolver un sistema infinito de ecuaciones lineales homogéneas.

De lo anterior, concluir que D C Sp(L).

Usando los incisos anteriores, encontrar Sp(L).
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Ejercicio: el espectro del desplazamiento a la derecha

Sea p € [1,+00). Consideramos R: ¢P(N) — (P(N),

0, J=

Calcular ||R||. Concluir que Sp(R) C {z € C: |z| <777}

Mostrar que R no es sobre. Mas precisamente, e; ¢ im(R).

Sea A € C, 0 < |\| < 1. Escribir una férmula para (A — R)z.
Sea A € C, 0 < |\| < 1. Demostrar que e; ¢ im(Al — R).

De lo anterior, concluir que D C Sp(R).

Usando los incisos anteriores, encontrar Sp(R).
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