El conjunto de los subconjuntos del tamano dado

Estos apuntes estdn redactados por Katia Anahi Lopez Avendano y Egor Maximenko.

En estos apuntes introducimos el conjunto S, ,,,, demostramos una férmula recursiva para Sy, p,
y demostramos una férmula para el nimero de elementos de Sy, .

Sea Ny :={0,1,2,...}.

Dado un conjunto finito A, denotamos por #A el tamano de A, esto es, el numero de los
elementos de A.

Definicion de S, ,,,

1 Definicién. Dados n, m en Ny, denotamos por Sy, ,, al conjunto de todos los m-subconjuntos
del conjunto {1,...,n}:

S = {Ag{l,...,n}: #A:m}.

2 Ejemplo. Paran = 2,
S0 = {2},
So1 = {{1},{2}},
S0 = {{1,2}}.

3 Ejemplo. Para n =3,
Ss0 = {2},
Ss1 = {{1}, {2}, {3}},
Sso = {{1,2},{1,3},{2,3}},
Ss3={{1,2,3}}.

4 Proposicion. Para cualquier n en Ny,

Sno = {2}

Demostracion. En efecto, el conjunto {1,...,n} tiene un tnico subconjunto de tamano 0: el
conjunto vacio. O



5 Proposicién. Para cualesquiera n,m en Ny tales que m > n,

Spom = 9.
Demostracion. Sabemos que {1,...,n} es un conjunto finito con tamano n. Si A C {1,...,n},
necesariamente #A < n. Es decir, no existe un conjunto B C {1,...,n} con #B > n.
o Sum = 9.

La féormula recursiva para el conjunto de los subconjuntos del tamaiio dado

6 Teorema. Sean n,m € Ng. Entonces,

Snttmit = Spmi1 U {A Uln+1): Ae Smm}.
Mds atn,

Spmi1 N {A U{n+1}: Ae Sn,m} - 0.

Demostracion. Sim > n, el resultado es inmediato.
Supongamos n > m.
Denotemos por D al conjunto {AU{n+1}: A€ Spm}.
D.8ea B €S, me1UD, entonces B € Sy,m11 0 B € D.

Caso 1. S5i B € §;, ;m+1, se tiene que #B =m+ 1y
BC{l,...,n} C{1,...,n+ 1},
por lo que B € Spi1m+1-

Caso 2. Si B € D, existe un C' € S, tal que B=C U {n + 1}.

Dado que CN{n+ 1} = &, entonces #B = m + 1. Ademds, B C {1,...,n + 1}. Por lo tanto,

B € Spi1me1-
Sn,m+1 U {A U {TL + 1} Ac Sn,m} - Sn+1,m+1~

C. Sea X € S;41,m+1. Consideremos dos casos.



Caso 1. Sin+1¢ X, entonces X C {1,...,n} y #X =m +1 (pues X € Sp11,m+1). Por lo
tanto, X € Sy m+1-

Luego, X € S my1 U D.

Caso 2. Sin+1 € X, definimos A := X \ {n + 1}. Entonces,
X=Au{n+1}.

Tenemos que A C {1,...,n} y #A = m, por eso A € Sy . Ademds, X = AU {n + 1}. Hemos
demostrado que X € D. Luego, X € S, 41 U D.

Sn+1,m+1 - Sn,m+1 U {A U {TZ + 1} Ae Smm}-

Sn—‘f-l,m—i-l = Sn,m+1 U {A U {Tl + 1} Ae Sn,m}

Dado X en Sp+1,m+1, se cumple exactamente uno de los casos n+1 ¢ X y n+1 € X. En otras
palabras, estos dos casos son exclusivos. Como vimos arriba, en el primer caso X € S, 41, ¥
en el segundo caso X € D.

Sn,m—l—l N {A U {n + 1}: Ac Sn,m} = .

7 Ejemplo. Ilustremos el Teorema 6 con un ejemplo. Para n = 3, m = 2,

Sn1mt1 = Su3 = {{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4} }.
Separamos los conjuntos en Sy 3 que contienen al 4:
Suz={{1,2,3}} U {{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4}}
= {{1,2,3}} u {{1,2} U {4},{2,3} U {4}, {1,3} U {4} }.

Note que

Sz = {{1,2},{1,3},{2,3}},
Ss3={{1,2,3}}.
Por lo tanto,

8473 = 8373 U {A U {4}: Ac 83’2}.

Observe que un analogo de la proposicién anterior no necesariamente se cumple al intercambiar
m por n en el segundo conjunto de la derecha.



8 Ejercicio. En el Teorema 6 es importante no confundir las variables n, m. Muestre que el
conjunto Sy41,m+1 No siempre esta contenido en

Spmp1 U{AU{m+1}: A€ Spm}-

9 Ejemplo. Consideremos n = 3, m = 1. Ademds, restrinjamos {AU{m +1}: A€ S, n} a
D={Au{m+1}|Aec S, n: An{m+1} = o}
Se tiene lo siguiente:
Sn,m = 83,1 = {{1}7 {2}7 {3}}7
Sn+1,m+1 = 84,2 - {{17 2}7 {17 3}7 {17 4}7 {27 3}7 {27 4}7 {37 4}}7
Sn,erl = 83,2 = {{17 2}a {1a 3}7 {Qa 3}}7
D ={{1,2},{2,3}}.

Por lo tanto,
DnN 83,2 7é a.

Mas aun,
S12 # S32UD.

Nota: si se elimina la restriccidn, existirdn elementos B; € {AU{m +1}: A € Spm}, i€l
(donde I es un conjunto de indices finito) con #B; = m, por lo que B; ¢ Spy1,m+1 Vi € 1.

10 Corolario. Sea n € Ny. Entonces,

Sppini1 = {AU{n+1}: A€S,,}).

Por el Teorema 6, Sz 1 se obtiene de S1 9 y Si,1. Lo marcamos con flechas en el siguiente diagra-
ma.

So,0
2
S10 Si1
2 \
Sa2.0 So1 S22
2 Y
S3.0 83,1 8532 8533

) )



11 Proposicion. Para cada n en N,

S = {A U{n): Ae snfl,n,l}.

Demostracion. Se demuestra facilmente por induccién sobre n, usando el Corolario 10.

Numero de elementos en el conjunto S,, ,,

12 Proposicion. Sean n,m € Ny. Entonces,

#{A Uln+1}: Ae sn,m} = #Snm.

Demostracion. Definimos f: Sy — {A U{n+1}: Ae Smm},
F(A) =AU {n+1}.
Por la definicién del codominio, f es sobre. Mostremos que f es inyectiva.
Sean B,C € S, , tales que f(B) = f(C). Entonces, BU{n+1} = CU{n+ 1}.
Dado que BN{n+1} =2y CN{n+ 1} = &, se tiene que B = C.

Por lo tanto, f es inyectiva.

.. | es biyectiva.
SH#{AU{n+ 1} A€ Sum) = #Sam.

13 Proposicion. Sean n,m € Ny. Entonces,

#Sn—l—l,m—l—l - #Sn,m + #Sn,m—i-l-

Demostracion. Se tiene, de acuerdo con el Teorema, 6,
Snttm+1 =Spmra U{AU{n+1}: A€ Spm}
Dado que Sy, ;41 ¥ {A U{n+1}: Ae Sn,m} son disjuntos (y finitos),
H#Sni1m1 = #Snmi1 + #{AU{n+1}: A€ Spm}.
Utilizando la proposicién 12, obtenemos:

#SnJrl,erl = #Sn,m + #Sn,erl-



Recordemos réapidamente el concepto de los coeficientes binomiales. Hay que varias definiciones
equivalentes. En estos apuntes, seguimos la definicién algebraica explicada en [1, Chapter 5.

14 Definicion. Sea x € C y sea m € Ny. Definimos

(Z) - mf[l(m k).

()

()--
()25

<§) (e - 13)!(95 -2)

16 Ejemplo. Utilizando la expresion del ejemplo anterior, obtenemos:

<§> _ 22— 13)!(2 -2 _,

17 Proposicién. Sin,m € Ny y m > n, entonces

()

Demostracion. Considere la definicién de (:’1)
Si n = 0, entonces no hay nada que demostrar. Supongamos que n # 0.

Dado que m — 1 > n, entonces basta observar el término cuando k = n.

(Z) :% 1 (n—k):ﬂi!<]:[(n—k)) (n—n)( 11 <n—’f)) =0.

k=0 k=n+1



18 Proposicién (férmula recursiva para los coeficientes binomiales). Sean n,m € Ng. Entonces,

()= )+ ) @

1
a::wkl:[(n—k:).

Primero, expresemos el lado izquierdo de (3) en términos de a.

Demostracion. Sea

Utilizando la definicién del coeficiente binomial, se tiene:

n+1 1 ML 1 m
<m+1> :Mg((n‘*'l)—k):m“n—i—l ]};[1”+1_ k)

1 m
=it g(n — (k—1)).

Realizando el cambio de variable j = k — 1:

m—1
n+1 1 .
<m+1> - (m+1)!(n+1) H(n—])
=0
=n+1)a
De este modo,

(Zi) — (n+1)a (4)

Luego, expresemos los sumandos en el lado derecho de (3) en términos de a:

Por lo tanto,



Note que

(Z::;_i) =n+Da=n+1+(m—m))a
=((m+1)+(n—m))a=(m+1)a+(n—m)a.

Aplicando (5) y (6), finalmente, se obtiene:

()= )+ ()

19 Proposicion. Para cualesquiera n,m en Ng,

#Sn,m = <n>
m

Demostracion. Reformulamos el enunciado de la siguiente manera:

VneNy  VmeNy #Spm= (Z) .

An

Demostremos por induccién sobre n que A,, se cumple para cada n en Ny.
Demostremos Ap. Consideremos el conjunto Sp,. Se tienen dos casos.

Caso 1.1. Si m = 0, entonces, por la proposicién 4, se tiene: Sp o = {@}. Entonces,

——)

Caso 1.2. Si m > 1, entonces, por la proposicién 5, se tiene: Sy, = &. Por lo que

—)
m

HSom = (0> v¥m € No.
m

Supongamos A, y demostremos A,,+1. Consideremos dos casos: m =0y m > 1.

Caso 2.1. Sea m = 0. Entonces, por la proposicién 4,

#Sp0=1= (8)



Caso 2.2. Sea m > 1. Por la proposicién 13,

#Sn+1,m = #Sn,m + #Sn,m—l-

De la hipétesis de induccion, #S,, 1 = (Z) para cada k en N. Aplicamos esta férmula con k = m
y con k = m — 1. De este modo,

s (2)+(,1)
m m—1

Utilizando la proposicion 18, finalmente obtenemos:

1
#SnJrl,m = <n:r; ) vYm € Np.

Por el principio de induccién hemos demostrado que A, se cumple para cada n en Nj.

n
m

#Sn,m = < > Vn,m € Ng.
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