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Lista de problemas de algebra, 2016

Egor Maximenko: En mi opinioén, cualquier estudiante de maestria o doctorado, cuya area de
investigacién esta relacionada con andlisis o con &lgebra lineal, debe resolver la mayor parte de
los siguientes problemas de dlgebra. Casi todos estos problemas son bien conocidos, los encontré
en varias fuentas. Esta lista casi no incluye problemas de la teoria de grupos, anillos y campos.

Numeros complejos y polinomios de una variable

Problema 1. Sea —1 < a < 1. Mostrar que la ecuacién 423 — 3z 4+ a = 0 tiene tres raices reales
diferentes. Expresar estas raices a través de cos(¢) y sen(¢), donde ¢ = £ arcsen(a).

Problema 2. Sea x € R. Calcular las sumas

n n n

1+ 2Zcos(k:x), Zcos(lm:), Zsen(k:x).
k=1 k=0 k=1

Problema 3. Sean Py, ..., P,_1 los vértices de un poligono regular inscrito en una circunferencia

de radio 1. Denotemos por |PyPg| la longitud del vector Py Py, esto es, la longitud del segmento
Py P;,. Demostrar que

n—1
1177l =n.
k=1

Problema 4. Sean z,a € R, |a| < 1. Calcular las sumas

Z a® cos(kzx), Z a” sen(kx).
k=0 k=1

Problema 5. Sea € una n-ésima raiz de la unidad, es decir, un niimero real o complejo tal que
e™ = 1. Calcular la suma

n—1

Z ke".

k=1

Problema 6. Calcular las sumas

Zk‘cos(k‘x), Zk‘sen(k‘x).
k=1 k=1

Problema 7. Calcular las sumas
n—1 n—1
2k 2km
E k:cosT, g ksenT.
k=1 k=1
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Problema 8. Sean z1,29 € C. Para cada una de las siguientes condiciones encontrar el lugar
geométrico de los puntos z € C que satisfacen esta condicién:

|z —z1| = |z — 2|, |[z—2|+|z—2=1, |z—2|—-|z—2=1, |z-2]|=Re(z).

Problema 9. Sea F un campo infinito, sea P un polinomio de una variable con coeficientes
pertenecientes a F, y sea A un subconjunto infinito de F, tal que para cada a € A se tiene
P(a) = 0. Demostrar que P es el polinomio nulo, esto es, todos los coeficientes de P son cero.
Mostrar que este resultado no se cumple, si ' es un campo finito.

Problema 10. Sean ay,...,a, nimeros complejos diferentes a pares y sean vy, . .., v, nmeros
complejos. Hallar un polinomio P de grado < n — 1 tal que

Vie{l,...,n} P(aj) = vj.

Problema 11. Sea P un polinomio de grado d de una variable compleja y sea n un entero
positivo, n > d. Demostrar que P(0) es el promedio de los valores de P en las raices de la
unidad de orden n.

Problema 12. Calcular el producto:

k=1

Problema 13. Calcular el cuadrado de la matriz S,, de tamano n x n cuya entrada (j, k) es

sen % En otras palabras, calcular S2, donde

S, = [sen Jhm ]

n+ 1]

Vectores, matrices y espacios vectoriales

Problema 14. Consideramos el espacio P2(C) de los polinomios de una variable con coeficientes
complejos, de grado < 2. Mostrar que los polinomios

bo(z) :=1, bi(z) ==z —3, bo(x) = 2° — 62 + 9,

forman una base de este espacio, la cual denotemos por B. Ademéas denotemos por £ a la base
canénica de P2(C). Encontrar las matrices de cambio entre estas dos bases. Dado un polinomio
general f € Py(C), calcular sus coordenadas respecto a la base 5.

Problema 15. Hallar una base del espacio de las matrices reales antisimétricas de tamano 3 x 3.

Problema 16. Hallar el conjunto {X € Ms3,3(C): AX = XA}, donde A es una matriz
diagonal 3 x 3 con las entradas diagonales diferentes a pares.

Problema 17. Hallar el conjunto {X € Ms3,3(C): AX = XA}, donde

A=

S O L

1
5
0

Tt = O
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Sistemas de ecuaciones lineales

Problema 18. Para cada valor del parametro p resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones
lineales para dos incognitas:

2x1 — 3x0 = p, —4x1 + 629 = 10.

Problema 19. Para cada valor del parametro p resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones
lineales para dos incognitas:

pxy + 4dzo = 2, 921 + pro = 3.

Matrices

Problema 20. Sea A una matriz cuadrada triangular inferior invertible. Demostrar que su
inversa también es triangular inferior.

Problema 21. Sea P el conjunto de todos los conmutadores del dlgebra M, ., (C):
P={AB—- BA: A B € M,x,(C)}.

Denotemos por S al subespacio del espacio M, x,(C) generado por el conjunto P. Calcular la
dimensién de S. Sugerencia: primero encontrar una descripcion explicita de S.

Problema 22. Sean z1,...,z, € C. Deducir una féormula para el determinante de la matriz de
,_ k—11n
Vandermonde V(x1,...,z,) := [acj ]jkzl.

Problema 23. Sean a y b algunos nimeros, a # b. Deducir una férmula para el determinante
de la siguiente matriz tridiagonal con diagonales constantes:

—(a+b)  ab 0 0 0 0
1 —(a+b)  ab 0 0 0
0 1 —(a+b)  ab 0 0
D, = 0 0 1 —(a+b) 0 0
0 0 0 0 . —(a+b)  ab
0 0 0 0 1 —(a+b)

Problema 24. Sea a € R? tal que ||a/|s = 1. Consideremos la funcién P: R? — R? definida como
la proyeccién ortogonal del espacio R? sobre el subespacio generado por el vector a. Encontrar
una férmula para P y mostrar que P es un operador lineal. Hallar la matriz A asociada al
operador lineal P respecto a la base canénica de R?. Calcular los valores propios de A y explicar
su sentido geométrico.

Problema 25. Sea A € May2(R) tal que det(A) = 1. Demostrar que A se puede escribir como
cos(f) —sen(f) r 0 1 =z

sen(0) cos(#) 0 1/r 0 1}’

donde 0,z € R, r > 0. Demostrar que esta descomposicion es Unica.
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Problema 26. Hallar la forma general de los elementos del subespacio S del espacio vectorial
M3 (R) generado por las matrices F' y G:

2] o241

2 11 2 -1 1

Encontrar una matriz H € S que tenga propiedad involutiva (H? = I3) y tal que las matrices
Is, H formen una base de S.

Matrices y operadores lineales

Problema 27. Denotamos por CY al espacio de todas las sucesiones complejas y consideramos
el operador lineal T': CN — CN definido mediante la regla

(Ta:)j = T4l (j eN, ze (CN)
Investigar si T es invertible por la izquierda; por la derecha.

Problema 28. Sean A € M,,x,,(C) una matriz invertible por la derecha. Demostrar que A es
invertible.

Problema 29. Sea A € M,,«,(C). Escribir al menos 20 condiciones equivalentes a la condicién
que la matriz A es invertible.

Problema 30. Sean V, W espacios vectoriales complejos, y sea T': V' — W un operador lineal.
Supongamos que el espacio V es de dimensién finita. Demostrar que

dim(im(7")) 4+ dim(ker(7")) = dim(V).
Problema 31. Sean A € M,;,x»(C), B € My, «p(C). Demostrar que
r(AB) < min{r(A),r(B)}.
Problema 32. Sean A € M4, (C), B € M, xm(C), donde m > n. Demostrar que AB # I,,.
Problema 33. Demostrar que
{uv”: w € Mpx1(C) \ {Omx1}, v € Mpx1(C) \ {Onx1}} = {A € Myun(C): r(A) =1},

Problema 34. Sea a € R? tal que |/a|lz = 1. Consideremos la funcién R: R? — R? definida
como la reflexién ortogonal del espacio R? respecto al hiperplano {v € R?: a'v = 0}. Encontrar
una férmula para R y mostrar que R es un operador lineal. Hallar la matriz B asociada al
operador lineal R respecto a la base canénica del espacio R™. Mostrar que B’ = By B? = I,.
Calcular los valores propios de B y explicar su sentido geométrico.

Problema 35. El operador lineal 7: R? — R? es el operador de reflexién ortogonal respecto a
la recta 2x +y = 0:
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Calcular su matriz asociada respecto a la base candnica £ del espacio R?. Calcular los valores y
vectores propios del operador lineal T'.

Valores propios y la funcion exponencial de matrices

Problema 36. Calcular exp(tA), donde A es cada una de las siguientes matrices:

3 0 -3 1 5 =2 0 -1 0 1
0 -2 |’ 0 -3 |’ —10 4 |’ 1 0]’ 1 0 |°
Problema 37. Sea P un polinomio de una variable con coeficientes complejos, de grado n.

Construir una matriz compleja A de tamafio n X n cuyo polinomio caracteristico coincida con
el polinomio P.

Problema 38. Calcular A\? + A2, donde A\; y g son los valores propios de la matriz
a b
A= [ b } .
Problema 39. Determinar para qué valores reales a,b la siguiente matriz es diagonalizable

sobre R:
a b
b a |’

Problema 40. Encontrar los valores propios de la matriz A = [Aj,k]
definidas mediante la siguiente regla:

" cuyas entradas estan
j,k=1
2, sij=k;
Ajpi=<-1, si|j—kl=1;
0, si|j—k|>2.
Sugerencia: deducir una féormula recursiva para los polinomios caracteristicos de A, luego compa-

rar con la definicién de los polinomios de Chebyshov y usar un cambio de variable trigonométrico.
Otro camino: usar el resultado del Problema 23.
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Problema 41. Sean a,b,c € R. Consideremos la matriz

1 b
A=10 c
0 1

S~ Q

Encontrar una matriz B tal que A = exp(DB).

Operadores y matrices normales, autoadjuntos y unitarios

Problema 42. Sea A € M,;,»,(C). Demostrar que existe una matriz unitaria U de tamano
n x n tal que la matriz U*AU es triangular superior.

Problema 43. Sea A € M,,»,,(C) una matriz normal y al mismo tiempo triangular superior.
Demostrar que la matriz A es diagonal.

Problema 44. Sea A € M,,»,,(C) una matriz normal. Demostrar que existe una matriz unitaria
U de tamano n x n tal que la matriz U* AU es diagonal.

Problema 45. Sea n € {2,3,...} y sea w, = e~ 1. Demostrar que la siguiente matriz es
unitaria:

1 ikn—1
— [k
F, = \/ﬁ[wn ]j,k:O'
Problema 46. Denotemos por S al conjunto de las matrices reales cuadradas simétricas de
orden 2. Denotemos por = a la relaciéon binaria en S definida de la siguiente manera: A = B si
existe una matriz invertible P tal que B = P T AP. Mostrar que 2 es una relacién de equivalencia
y calcular el numero de las clases de equivalencia.

Problema 47. Sea A € M« (R) una matriz positiva definida, esto es,
Ve € R"\ {0,} " Az > 0.

Demostrar que existe una matriz real invertible B tal que B B = A.

Grupos y divisibilidad
Problema 48. Enunciar y demostrar el teorema pequeno de Fermat.

Problema 49. Sea p un nimero primo. Demostrar que el grupo multiplicativo del campo Z,
es ciclico.

Problema 50. Encontrar todos los subgrupos normales del grupo Ss.

Problema 51. Sea H un subgrupo del grupo aditivo R. Mostrar que H es denso en R o es de
la forma aZ para algin a > 0.
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