
El grupo Zn

Objetivos. Definir el grupo Zn := Z/(nZ) y estudiar sus propiedades elementales.

Prerrequisitos. Divisibilidad de números enteros, subgrupos del grupo Z, la suma (de
Minkowski) de dos subconjuntos de un grupo conmutativo, el grupo cociente de un grupo
conmutativo sobre un subgrupo.

En este tema suponemos que n ∈ N.

Muchas ideas en este tema se pueden explicar para el caso más general de grupos conmu-
tativos, sus subgrupos y grupos cocientes. En caso de haber estudiado estas ideas en este
contexto general, ahora podemos repasarlas de manera muy rápida.

La suma de subconjuntos de Z, repaso
Definición 1 (la suma de dos conjuntos de Z). Si A,B ⊆ Z, entonces

A+B :=
{
c ∈ Z : ∃a ∈ A ∃b ∈ B c = a+ b

}
.

Algunos autores usar el término “la suma de Minkowski de A y B” para esta suma A+B.

Ejercicio 2 (la propiedad asociativa de la adición de subconjuntos de Z). Demuestre que
si A,B,C ⊆ Z, entonces

(A+B) + C = A+ (B + C).

Ejercicio 3 (la propiedad conmutativa de la adición de subconjuntos de Z). Demuestre
que si A,B ⊆ Z, entonces

A+B = B + A.

Ejercicio 4 (la propiedad creciente de la adición de subconjuntos de Z). Demuestre que
si A,B,C,D ⊆ Z tales que A ⊆ C y B ⊆ D, entonces

A+B ⊆ C +D.

Definición 5 (la suma de un elemento de Z con un subconjunto de Z). Si a ∈ Z y B ⊆ Z,
entonces

a+B := {a}+B, B + a := B + {a}.

Ejercicio 6. Demuestre que si a ∈ Z, B ⊆ Z, entonces

a+B =
{
x ∈ Z : ∃b ∈ B x = a+ b

}
.

La siguiente proposición simplifica el trabajo con a + B porque elimina el cuantificador
de existencia.
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Proposición 7. Si a ∈ Z, B ⊆ Z, entonces

a+B =
{
x ∈ Z : x− a ∈ B

}
Demostración. ⊆. Sea x ∈ a + B, es decir, x ∈ {a} + B. Entonces, existen y en {a} y z
en B tales que

x = y + z.

Como y ∈ {a}, tenemos que y = a. De la igualdad x = a + z obtenemos que x − a = z,
aśı que x− a ∈ B.

⊇. Sea x ∈ Z tal que x − a ∈ B. Pongamos b ∈ x − a. Notamos que x = a + b, a ∈ {a},
b ∈ B, aśı que x ∈ {a}+B.

Definición del grupo Zn

Ejercicio 8. Demuestre que nZ es un subgrupo de Z.

Definición 9 (congruencia módulo n). Definimos la relación binaria
n≡ en Z mediante la

siguiente regla:

a
n≡ b ⇐⇒ a− b ∈ nZ.

En otras palabras,

a
n≡ b ⇐⇒ n | (a− b).

Ejercicio 10. Demuestre que
n≡ es una relación de equivalencia.

Definición 11. Zn se define como el conjunto de las clases de equivalencia bajo la relación
n≡.

Proposición 12 (las clases de congruencia como desplazamientos de subgrupo). Si a ∈ Z,
entonces {

x ∈ Z : x
n≡ a

}
= a+ nZ.

Demostración. Se sigue de la Proposición 7:

a+ nZ =
{
x ∈ Z : x− a ∈ nZ

}
=

{
x ∈ Z : x

n≡ a
}
.

Proposición 13 (dos formas equivalentes de sumas las clases de congruencia). Si A,B ∈
Zn, entonces A+B ∈ Zn. Más precisamente, si A = j + nZ, B = k + nZ, entonces

A+B = (j + k) + nZ.

Demostración. Ejercicio.

Corolario 14. Si a, b, c, d ∈ Z tales que

a
n≡ c y b

n≡ d,

entonces
a+ b

n≡ c+ d.
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Definición 15 (definición de la adición en Zn). Definimos la adición de elementos de Zn,
como en la Definición 1.

Teorema 16. Zn es un grupo conmutativo. El elemento neutro es 0 + nZ, es decir, nZ.

Primera demostración, idea breve. Por la Proposición 13, sabemos que adición de elemen-
tos de Zn es una operación binaria bien definida (el resultado siempre está en Zn). Por
los Ejercicios 2 y 3, esta operación es asociativa y conmutativa.

Demostremos que nZ es un elemento neutro bajo esta operación. Sea A ∈ Zn. Si a ∈ A
y b ∈ nZ, entonces

(a+ b)− a = b ∈ nZ,

aśı que a+ b
n≡ a y a+ b ∈ A. Hemos mostrado que A+ nZ ⊆ A. Usando el resultado del

Ejercicio 4, obtenemos que
A = A+ {0} ⊆ A+ nZ.

Dado A en Zn, pongamos
B :=

{
x ∈ Z : − x ∈ A

}
.

Ejercicio: demuestre que A+B = nZ. Este conjunto B se denota por −A.

Segunda demostración, idea breve. Debido a la Proposición 13, es suficiente trabajar con
algunos representantes de clases Como los representantes son elementos de Z, podemos
usar las propiedades de la adición en Z.

Por ejemplo, demostremos que nZ es el elemento neutro. Si A ∈ Zn y a ∈ A, entonces

A+ nZ = (a+ nZ) + (0 + nZ) = (a+ 0) + nZ = a+ nZ = A.

Ejercicio: demostrar las otras propiedades de la definición del grupo conmutativo.

Biyección entre Zn y los primeros números enteros no negativos

Proposición 17. Definimos φ : {0, 1, . . . , n− 1} → Zn,

φ(k) := k + nZ.

Entonces, φ es una biyección.

Demostración. 1. Propiedad inyectiva. Sean j, k ∈ {0, 1, . . . , n−1} tales que φ(j) = φ(k).
Entonces, j − k ∈ nZ. Sea q ∈ Z tal que j − k = nq. En particular, |j − k| = n|q|. Por
otro lado, las desigualdades

0 ≤ j < n, 0 ≤ k < n

implican que −n < j−k < n, esto es, |j−k| < n. Por lo tanto, |q| < 1. Como q es entero,
concluimos que q = 0 y j = k.
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2. Propiedad suprayectiva. Sea A ∈ Zn. Por la definición de Zn, existe a en Z tal que
A = a+ nZ. Usando el algoritmo de división, encontramos q, r en Z tales que

a = qn+ r, 0 ≤ r < n.

Como a− r = qn ∈ nZ, concluimos que a
n≡ r y A = r + nZ = φ(r).

Corolario 18. El conjunto Zn tiene exactamente n elementos.

Zn es un grupo ćıclico

Definición 19 (notación para los múltiplos enteros). Sea a en Zn, Para cada k en N0,
definimos ka mediante la condición inicial

0a := 0 + nZ

y la regla recursiva
(k + 1)a := ka+ a.

Para cada k en Z con k < 0, definimos

ka := −((−k)a).

Ejercicio 20 (propiedades de múltiplos enteros). Para cualesquiera a, b en Zn y cuales-
quiera j, k en Z,

(j + k)a = ja+ ka, j(ka) = (jk)a, −(ka) = (−k)a, j(a+ b) = ja+ jb.

Definición 21 (definición del elemento generador de un grupo). Sea G un grupo. Usamos
la notación aditiva para G. Un elemento g de G se llama generador de G si para cada x
en G existe un k en Z tal que x = kg. En la notación multiplicativo, la última igualdad
toma la forma x = gk.

Definición 22 (grupo ćıclico). Un grupo G se llama ćıclico, si existe un elemento que
genera G.

Proposición 23 (una fórmula eficiente para el múltiplo de un elemento de Zn). Para
cada k en Z,

k(1 + nZ) = k + nZ.

Demostración. Para cada k en N0, se puede demostrar por inducción matemática.

Para k < 0, ponemos j = −k. Como j > 0,

k(1 + nZ) = −(j(1 + nZ)) = −(j + nZ) = (−j) + nZ = k + nZ.

Teorema 24 (Zn es un grupo ćıclico). Zn es un grupo ćıclico. Más precisamente, y 1+nZ
es un generador de Zn.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 17 y 23.
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