La convolucién y el teorema de convolucion
sobre un grupo conmutativo finito

Objetivos. Demostrar el teorema de convolucion en el contexto de un grupos conmuta-
tivos finitos.

Prerrequisitos. El grupo dual, la transformada de Fourier C% — C@.

Definicién 1. Dadas f,g en C%, definimos su convolucién f * g mediante la siguiente
regla:

f*xg: G—C, (f*9)(z) =Eyeaf(z —1y)9(y).

De manera mas explicita, con n = #G,

(F+9)(@) = = 3 flz — y)oly)

yeG

Ejercicio 2. Obviamente, la convolucién * es una operacién binaria en C%. Demuestre
que esta operacion es asociativa y conmutativa.

Ejercicio 3. Dada una funcién f: G — C, definimos su soporte como el conjunto de los
puntos del dominio en los cuales f toma valores no nulos:

supp(f) = {z € G: f(x)# 0},
Ejercicio 4. Demuestre que si f, g € C%, entonces

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).
Ejercicio 5. Sean A, B C G. Demuestre que

supp(la x 1) = A+ B.

Mas aun, demuestre que para cada x en G,

(Iax1p)(x) =Pg(AN(z — B)).
Lema 6. Para cada y en G, la siguiente funcion es una biyeccion:

o, G =G, oy (z) =z —y.
La funcion inversa es p_,.
Demostracion. Para cada x en G,

(pyp—y)(@) =pylz—y) =z —y+y=1.

De manera similar, (¢_,p,)(x) = . O
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Teorema 7 (el teorema de convolucién). Si f,g € C%, entonces

e~

es decir, para cada & en G,

Demostracion. Sea & € G.

(Fr)(©) =~ ST *0)(x) = -5 S E0) 3 (o~ 1)a(v)
= %Zg(y)Z@ﬂx ~y).

Notemos que para cada y en G, la funcién ¢,(x) = x — y es una biyeccién. La usamos
como un cambio de variable en la suma interior, tratando y como un parametro:

Z2=T—Y, r=z+y.

Asi obtenemos

—_—

Fra)© = 3 o) TG+ 9)f(2)

yeG zeG

2 S o) (50 = e 0

yeG
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