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Objetivo.

Estudiar dos demostraciones de la siguiente formula clasicas:

m

Z(—l)m_k em—k(z1,...,2p) h(z1,...,2n) = Ipmpo.
k=0

Conocer un par de aplicaciones de esta férmula.
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Objetivo.
Estudiar dos demostraciones de la siguiente formula clasicas:

m
Z(—l)m_k em—k(z1,...,2p) h(z1,...,2n) = Ipmpo.
k=0

Conocer un par de aplicaciones de esta férmula.

Prerrequisitos:
= multiplicacion de series de potencias,
= polinomios elementales y su funciéon generadora,

= polinomios completos y su funcién generadora.



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matemadaticas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000000000
i

@ Multiplicacién de series (repaso)

© Polinomios elementales y completos (repaso)

© Conexion entre los polinomios elementales y completos

@ Aplicaciones mateméticas
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Multiplicaciéon de series

(aot® + artt + agt? + ast® + ... ) (bot° + bitt + bot® + bgt® + ... )
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

el coeficiente de °:
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

el coeficiente de t°: agbg
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

el coeficiente de t°: agbg

el coeficiente de t':
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

\ /

el coeficiente de t°: agbg

el coeficiente de t': a1by + agby
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

el coeficiente de t°: agbg
el coeficiente de t': a1by + agby

el coeficiente de #2:
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Multiplicaciéon de series

(aot® + art’ + agt? + ast® + .. ) (bot® + byt' + bot* + bgt® + ...

P —

el coeficiente de t°: agbg
el coeficiente de t': a1by + agby

el coeficiente de #2: asbg + a1b1 + agbs
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o ) (e.) o m
Z a;t’ Z bpt* | = Z emt™, donde Cm = Z Ap—kbk-
=0 k=0 m=0 k=0
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o ) (e.) o m
Z a;t’ Z bpt* | = Z emt™, donde Cm = Z Ap—kbk-
§=0 k=0 m=0 k=0

La férmula para ¢, involucra solamente sumas finitas de productos.

Se puede trabajar con series formales, es decir, con sucesiones de coeficientes.

[e.9]

(aj)72o * (br)izo : Zam kb

m=0
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ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + To2x3,

2 2 2
ho(xy1, w2, x3) = 7 + 122 + T123 + T5 + T2T3 + 25,
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e1(x1, 2, x3) = o1 + X2 + T3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + To2x3,

2 2 2
ho(xy1, w2, x3) = 7 + 122 + T123 + T5 + T2T3 + 25,
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e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3, hy (21, 22, 23) = 21 + 22 + w3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + Tox3,

2 2 2
ho(xy1, 2, x3) = 7 + 122 + T123 + 25 + ToT3 + 25,



Multiplicacién de series (repaso) ey h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones mateméticas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000000000
i

eo(x1, 22, 23) = 1,

e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3, hy (21, 22, 23) = 21 + 22 + w3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + Tox3,

2 2 2
ho(xy1, 2, x3) = 7 + 122 + T123 + 25 + ToT3 + 25,
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eo(x1, 22, 23) = 1, ho(z1, 22, 23) = 1,
e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3, hy (21, 22, 23) = 21 + 22 + w3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + Tox3,

2 2 2
ho(xy1, 2, x3) = 7 + 122 + T123 + 25 + ToT3 + 25,
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eo(x1, 22, 23) = 1, ho(z1, 22, 23) = 1,
e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3, hy (21, 22, 23) = 21 + 22 + w3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + Tox3,

2 2 2
ho(xy1, 2, x3) = 7 + 122 + T123 + 25 + ToT3 + 25,

e3(x1, T2, T3) = T 12223,
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eo(x1, 22, 23) = 1, ho(z1, 22, 23) = 1,
e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3, hy (21, 22, 23) = 21 + 22 + w3,

ea(x1, T2, 23) = T1X2 + 123 + Tox3,

2 2 2
ho(xy1, 2, x3) = 7 + 122 + T123 + 25 + ToT3 + 25,

e3(x1, 2, x3) = T1T2x3,
3 2 2 2
hg(x1, x0,x3) = o7 + x{x2 + T3 + 125 + T1T223

+ xlxg + 23 + 2373 + :ngg + mg
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Definiciones combinatorias de e, y h,

— — p1,.p2
em(z1,...,Tpn) = Z Tj Tjy o Xj, = Z R R
1<1<ge<..<jm<n p1t-+ppn=m

P15--pm€{0,1}

(Suma sobre los subconjuntos de {1,...,n} de tamano m.)
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Definiciones combinatorias de e, y h,

— — p1,.p2
em(z1,...,Tpn) = Z Tj Tjy o Xj, = Z R R
1<1<ge<..<jm<n p1t-+ppn=m

P15--pm€{0,1}

(Suma sobre los subconjuntos de {1,...,n} de tamano m.)

— — p1, P2
hyp (21, ... 2p) = E Tjy Tjy +- Lj, = E xytay? - abn
1<1<je<...<jm<n p1t-+pp=m
D1y sPm >0

(Suma sobre los multisubconjuntos de tamano m.)
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em(z1,...,2p) = E Tjy Tjy - T,
1<1<g2<..<jm<n

hp (21, ..., 2p) = Z Tj, Tjy 0 X

1<j1<52<. . Sm<n
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em(z1,...,2p) = E Tjy Tjy - T,
1<1<g2<..<jm<n

hp (21, ..., 2p) = Z Tj, Tjy 0 X

1<j1<52<. . Sm<n

Si m<0 o m>n, entonces ep(x1,...,x,) =0.
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em(z1,...,2p) = E Tj, Tjy e T,
1<j1<g2<...<jm<n

hp (21, ..., 2p) = Z Tj, Tjy e T

1<j1<52<. . Sm<n

Si m<0 o m>n, entonces ep(x1,...,x,) =0.

Si m <0, entonces hy,(x1,...,2,)=0.
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Formulas recursivas para e, y hy,

em+1(T1, .y Ty Tnt1) = €mi1 (X1, oo Tn) + Tog1 em(T1, .o, ).

hyr1(21, ooy Ty Tng1) = hmg1 (21, -+, Zn) + Tptt (21, -+ o T,y Tig1).

Denotamos la lista (z1,...,zy,) por x.

em+1(T, Tng1) = emi1(x) + Tpy1 em ().

hy1 (2, Tny1) = b1 (7) + 2pg1 hin (2, 241)-
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Funciones generadoras

E(z)(t) == i em ()t = Zn: em(z)t™, H(z)(t) = i hyy, (z)t™
m=0 m=0 m=0

Usando las férmulas recursivas para e, y h,,, es facil demostrar lo siguiente:
E(z,2n41)(t) = E@)(#) (1 + 2pi1t),  H(z, 2n41)(#) (1 — 2ppat) = H(z)(2).

Aplicando la induccién sobre n obtenemos

n n
=[]+ axt), ) [T —zt) =
k=1 k=1
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Relacién entre las funciones generadoras E(z)(¢) v H(#

(1 —z4t) = 1.

=

E(@)(t) = [T +at),  Hx)()

el
I
—
el
Il
—
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Relacién entre las funciones generadoras E(z)(¢) v H(

E@)t) = [ +axxt),  H@)(t) [J(Q—axt) =1.

De aqui obtenemos
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Formula de Vieta

(t —21)(t — x2) = 12 — (21 + T2)t + 2172,

(t — a:l)(t — xg) = 60(1‘1, $2)t2 — €1 (a;l, wg)tl + 62(.7}1, .’L‘g)to.
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Formula de Vieta

(t —21)(t — x2) = 12 — (21 + T2)t + 2172,

(t — Jfl)(t — Jfg) = 60(1‘1, xg)t2 — €1 (a;l, xg)tl + 62(.7}1, .’L‘g)to.

n n

ﬁ(t —IE) = Z(—l)”_k en—k(x1,...,x Z ) ej(@1,. .. xp)t" .

k=1 k=0 §=0
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Formula de Vieta

(t —21)(t — x2) = 12 — (21 + T2)t + 2172,

(t — a:l)(t — Jfg) = e()(l’l, xg)t2 — €1 (a;l, xg)tl + 62(.7}1, .’L‘g)to.

n
H t—xg) = Z(—l)”_ken_k(ml,..., Z ) ej(@1,. .. xp)t" .

k=0 7=0
Corolario (sustituimos t = x,):
n

n
Z(—l)"‘k en—k(T1,...,Tn) m’; = Z(—l)J ej(®1,. .., zn) 2y ) = 0.

k=0 =0
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Polinomios completos en términos de progresiones gea
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Polinomios completos en términos de progresiones geo

Hemos demostrado que para m en Ny,

n m+n—1
L
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Polinomios completos en términos de progresiones gea

Hemos demostrado que para m en Ny,

n m+n 1
Z = hp(2).

k=1
s;ék

Ejercicio: demostrar que para 1 —n <m < —1,



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 90000 0000000000

Plan

@ Conexién entre los polinomios elementales y completos
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Conexién entre los polinomios elementales y ¢o

Para cada m en Ny,
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Conexién entre los polinomios elementales y ¢o

Para cada m en Ny,

Z(fl)m_k em—k(T1,. .., Tn) hp(z1, ..., 2n) = Impo.

Como ej(z1,...,z,) = 0 para j > n, podemos cortar la suma:

m

Z (—1)m_kem_k(x1,...,xn) hk(xl,...,xn) :5m,0-

k=max{m—n,0}
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Primera demostracién (multiplicamos las funciones ge

B(w)(~t) H(@)(t) = 1.
(eo(x)t —er (@)t + eo(x)t? 4+ ...) (ho(2)t° + hy(2)t! + ho(2x)t® +...) = t°
Multiplicamos las series en el lado izquierdo e igualamos las potencias de t:
% eg(z)ho(z) =1,

th: —ey(z)ho(x) + eo(x) hi(z) = 0,
t2: ey(x) ho(z) — e1(z) hy(x) + ep(x) ha(z) = 0,
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Primera demostracién (multiplicamos las funciones ge




Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 0000e 0000000000

Segunda demostracién (progresiones geomeétricas y Vie

Para m > 1,
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Segunda demostracién (progresiones geomeétricas y Vie

Para m > 1,
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Segunda demostracién (progresiones geomeétricas y Vie

Para m > 1,
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Segunda demostracién (progresiones geomeétricas v Vie

Para m > 1,
(D)™ F e (@) (@) = D (=1) ej(@) hyn—j (@) = D (=1)7 ej(2) hyn—j(2)
k=0 §=0 =0
m—j+n—1
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Segunda demostracién (progresiones geométricas v Vi

Para m > 1,
(D)™ F e (@) (@) = D (=1) ej(@) hyn—j (@) = D (=1)7 ej(2) hyn—j(2)
k=0 §=0 =0
m—j+n—1

1<qg<n
a7k
n xm—l n
=> . > (=1) ej(x)ay ™
k=1 (z — Tq) =0



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 Q000e 0000000000

Segunda demostracién (progresiones geométricas v Vi

Para m > 1,
(D)™ F e (@) (@) = D (=1) ej(@) hyn—j (@) = D (=1)7 ej(2) hyn—j(2)
k=0 §=0 =0
m—j+n—1

1<qg<n
a7k
n xm—l n
=3 e Y (W e} =0
k=1 (z — Tq) =0
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Hemos demostrado que

m

Z(—l)m_k em—k(T1,- .., on) hp(xr, ..., 2n) = 0mpo (m € Np).
k=0
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Hemos demostrado que

m

Z(—l)m_k em—k(T1,- .., on) hp(xr, ..., 2n) = 0mpo (m € Np).
k=0

Hoy veremos dos aplicaciones inmediatas:
= la forma matricial de estas identidades,

= hg,hy,ho, ... se expresan en términos de ey, e1,e9,..., y viceversa.
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[e]e]e} 0000000000 00000 |
Hemos demostrado que
m
Z(—l)m_k em—k(T1,- .., on) hp(xr, ..., 2n) = 0mpo (m € Np).
k=0

Hoy veremos dos aplicaciones inmediatas:

= la forma matricial de estas identidades,

= hg,hy,ho, ... se expresan en términos de ey, e1,e9,..., y viceversa.
Luego veremos otras aplicaciones:

= la férmula dual de Jacobi—Trudi para los polinomios de Schur sesgados,

= la férmula para los menores de matrices de Toeplitz de banda.
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Matrices de Toeplitz triangulares formadas por ey

Sea x = (x1,...,xy,) y sea r € N. Puede ser 7 > n o r < n, no importa.

A= [ e @)y Bri= (@),

e O 0 0 0 g 0 0 0 0
— €1 €0 0 0 0 h1 h() 0 0 0
A5 - €9 — €1 €0 0 0 5 B5 = h2 h1 ho 0 0
—e3 €9 — €1 €p 0 h3 h2 h1 ho 0
| €4 —e3 €2 —€1 €] _h4 h3 h2 h1 ho_
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Matrices de Toeplitz triangulares formadas por ey

Sea x = (z1,...

€0

—e1

€2

€4

= (17 P ejn(@)]] oy
0 0 0 O]
ep 0 0 0
— €1 €0 0 0 )
eo —e; e O
—e3 €2 —€1 €]

Ejercicio: calcular el producto AsBs.

B, =

[k (2)]

"y

hy
hg
h3

[ hy

0
ho
hy
hy
h3

,Zn) y sea r € N. Puede ser r > n o r < n, no importa.

0 0 0]
0 0 0
hg 0 0
hy hy O
h2 h1 ho_
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Proposicién

Entonces A, B, = I,.
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Proposicién

Entonces A, B, = I,.
Demostracion.

(ATBT)P#J =



Aplicaciones matematicas
000e000000

Proposicién

Entonces A, B, = I,.

Demostracion.

T

(ATBT)}%Q = Z(*l)pis Cp—s hsfq

s=1
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Proposicién
Sean x = (z1,...,%,), r € N,

T T

Ap = [(_1)j_k ejfk(m)}jvk:p B, = [hj*k(x)]];k:l'

Entonces A, B, = I,.

Demostracion.

T r—q

—s k=s— _a—k
(ArBy)pq = Z(*l)p ep—s hy—g =—— Z (1P ey gi by

s=1 k=1—q
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Proposicién

Sean x = (z1,...,%,), r € N,

Ay = [(—1)F ej—k(x)};,k:v By = [hj*k(x)];kzl'

Entonces A, B, = I,.

Demostracion.
r B r—q
_ =s5—q —ag—k
(ArBy)pq = Z(*l)p Tepshs g =—— Z (=P epgr by
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Proposicién

Sean x = (z1,...,%,), r € N,

Ay = [(—1)F ej—k(x)};,k:v By = [hj*k(x)];kzl'

Entonces A, B, = I,.

Demostracién.
T k; r—q
_ =s—q L
(ArBy)pq = Z(*l)p Tepshs g =—— Z (1P ey gi by
s=1 k=1—¢q
r—q<p—q —g—k
1—¢<0 (=1)P Cp—q—k hy = 5p—q,0 = 5p7q = (Ir)m'

k=0



Aplicaciones matematicas

Multiplicacién de series (repaso) ey h (repaso) Conexién entre e y h
[e]e]e} 0000000000 00000 0O000e00000 |
En vez de matrices de Toeplitz triangulares inferiores,
se pueden considerar matrices de Toeplitz triangulares superiores:
k—j . r . r —
[(_1) Ck—j (x)]j,kzl [hJ*k<w)]j7k:1 =1I.
e —e€1 €2 —e3 €4 hg h1 h2 h3 h4
0 €0 — €1 €2 —e3 0 ho h1 h2 h3
0 €p — €1 €2 0 0 ho h1 h2 = I5.
0 0 0 e —e1 0 0 0 hy hy
0 0 0 0 €o 10 0 0 0 ho




Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 00000e0000

Otra aplicacion: hg, hy,

(1) ej(z1,...,2n) hyp—j(x1, ..., T0n) = Imo (m € Np).

I

<
[l
o
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Otra aplicacion: hg, hy,

(1) ej(z1,...,2n) hyp—j(x1, ..., T0n) = Imo (m € Np).

I

<
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o

eoh(): 1



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicacion: hg, hy,

(—1)J ej(;z:l, - ,xn) hm_j(xl, - ,(L‘n) = 0m,0 (m S NO)

I

<
[l
o

eoh():l — hQZl



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicaciéon: hg, hq, ...

Z 6] x1, » L )hm—j('rla "Tn) = Om,0 (m € NO)
7=0
€0 ho =1 — hQ =1

eohl—elhozo



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicaciéon: hg, hq, ...

J=O

eoh(): 1

eohi —e1hg =0 h; =eq hg



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicaciéon: hg, hq, ...

J=O

eoh(): 1
eohl—elhozo hlzelho

eohs —ethy+eshg =0



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicacion: hg, hy, ... se expresan en términos de

Z e] :L‘l,...,:Cn)hm_j(xl,...,l‘n) = 0m,0 (mENQ).
7=0
eoh():l hQZl
eohl—elhozo hlzelho

A

eohs —ethy+eshg =0 hs =e;hy —esghg.
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[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicacion: hg, hy, ... se expresan en términos de

Z e] :L‘l,...,:Cn)hm_j(xl,...,l‘n) = 0m,0 (mENQ).
7=0
eoh():l hQZl
eohl—elhozo hlzelho

A

eohs —ethy+eshg =0 hs =e;hy —esghg.



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0O0000e0000

Otra aplicacion: hg, hy, ... se expresan en términos de

Z 6] xl,...,xn)hm_j(xl,...,xn) = 0m,0 (mENQ).
7=0
ephg =1 — hy =1
eohi —e1hg =0 — h; =eq hg
eohs —ethy+eshg =0 — hs =e;hy —esghg.
m min{m,n} .
hy,(z) = Z(_l)]il ej(z) hyp—j(z) = (=1)’""ej(z) hpm—j() (m>1)



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000008000

Esquema de calculo de hg, hy, ho, ... en términos de €y,

Esquema para n = 2:

€0 €1 €2

hg hy ho h3 hy hs
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Esquema de calculo de hg, hy, ho, ... en términos de €y

Esquema para n = 2:
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Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000000800

Algoritmo: expresion de hg, hy, ..., h, en términos de

def h via e(elist, p):
n = len(elist) - 1
hlist = [0] * (p + 1)
hlist[0] =1
for m in range(1l, p + 1):
for j in range(1l, min(m, n) + 1):
hlist[m] += ((-1) ** (j - 1)) * elist[j] * hlist[m - j]
return hlist
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Al revés, e, ..., e, se expresan en términos de hg, .25

(—1)J ej(acl, Ce ,xn) hm_j(xl, . ,.’L’n) = 5m,0-

o
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Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000000000

Al revés, e, ..., e, se expresan en términos de hg, .25




Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 0000000000

Al revés, e, ..., e, se expresan en términos de hg, .25

(_1)j ej(xla e 7xn) hm—j(xla e ,IEn) = 5m,0-

o

<
Il
o

Z - _Jej( ) b () (1<m<n).

Para m > n, no hay necesidad de aplicar esta férmula, porque e, (z1,...,z,) = 0.



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 000000000 e

Conclusiones

= Para cada r, las siguientes matrices triangulares son mutualmente inversas:

[(_1)j_k ej—k(m)];,k:p [hj—k(w)];,k:p



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 000000000 e

Conclusiones

= Para cada r, las siguientes matrices triangulares son mutualmente inversas:

[(_1)j_k ej—k(l')];,k:lv [hj—k(w)];,k:p

Luego estudiaremos sus menores usando el teorema de Jacobi.



Multiplicacién de series (repaso) e y h (repaso) Conexién entre e y h Aplicaciones matematicas
[e]e]e} 0000000000 00000 000000000 e

Conclusiones

= Para cada r, las siguientes matrices triangulares son mutualmente inversas:

1 —k T T
[(_1)3 ej—k(‘r)]j,k:l? [hj—k(m)]j,k:p
Luego estudiaremos sus menores usando el teorema de Jacobi.

» Los polinomios hy(z1,...,zy,), k >0,

se calculan a partir de ej(x1,...,2,), 0 < j <n,

sin necesidad de calcular x1,...,Zy.
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Conclusiones

= Para cada r, las siguientes matrices triangulares son mutualmente inversas:

1 —k T T
[(_1)3 ej—k(‘r)]j,k:l? [hj—k(l')]j,k:l?
Luego estudiaremos sus menores usando el teorema de Jacobi.

» Los polinomios hy(z1,...,zy,), k >0,

se calculan a partir de ej(x1,...,2,), 0 < j <n,

sin necesidad de calcular x1,...,Zy.

» Los polinomios e;(z1,...,2y,), 0 < j <mn,
se calculan a partir de hy(x1,...,2,), 0 <k <n,

sin necesidad de calcular x1,...,Zy.
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