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Objetivos de la platica

@ Recordar la definicién de los polinomios basicos de Lagrange Ly,...,L,

asociados a una lista de nimeros ag, ..., a, diferentes a pares.

@ Mostrar que los polinomios basicos de Lagrange forman una particién de la identidad:

zm: Lk(X) =1.
k=1

@ Estudiar otras propiedades de los polinomios L y de la funcién
n

f(x) = H(X — k).

Jj=1
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Divisiéon de un polinomio entre un binomio ménico (repaso)

Si P es un polinomio de una variable y o es un niimero,

entonces existen un polinomio @ y un nimero r tales que
P(x) = (x —a)Q(x) + r.

Por ejemplo,

3x3 —8x? +8x —3=(3x*> — 2x + 4)(x — 2) +5.
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El teorema del residuo (pequefio teorema de Bézout)

P(x) = (x — a)Q(x) + r.

P(a) =r. J
Corolario

Si P(a) = 0, entonces P se divide entre x — a. J

Teorema
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El teorema de unicidad para los polinomios, repaso

Teorema

Si f es un polinomio de grado < n— 1y f se anula en n puntos diferentes,
entonces f es el polinomio cero.
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Teorema

Si f es un polinomio de grado < n— 1y f se anula en n puntos diferentes,
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Idea de demostracion:

Dividir el polinomio entre x — a3, luego entre x — ap, etc.
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El teorema de unicidad para los polinomios, repaso

Teorema
Si f es un polinomio de grado < n— 1y f se anula en n puntos diferentes,

entonces f es el polinomio cero.

Idea de demostracion:

Dividir el polinomio entre x — a3, luego entre x — ap, etc.

Teorema
Si f, g son polinomios de grado < n— 1 que toman los mismos valores en n puntos diferentes,

entonces f = g.
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El polinomio que se anula en dos puntos dados

Ejercicio.
Sean a1, ap dos nimeros, a1 # ao.

Construir un polinomio P de grado 2 tal que

P(Oél) :0, P(OQ) =0.

Respuesta:

P(x)
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El polinomio que se anula en dos puntos dados

Ejercicio.
Sean a1, ap dos nimeros, a1 # ao.

Construir un polinomio P de grado 2 tal que

P(Oél) :0, P(OQ) =0.

Respuesta:

P(x) = (x — a1)(x — a2).
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El polinomio que toma los valores 0, 0, 1 en tres puntos dados

Ejercicio. Sean a1, ap, a3 tres puntos diferentes a pares.
Construir un polinomio P de grado 2 tal que

P(c1) =0, P(a3) =0, P(az) = 1.
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean a1, ag, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.

_ (x—a)(x —as3)
Ll(X) T (041 . Oé2)(Ck1 — 043)’

8/20



Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.

(x — a2)(x — a3)
(a1 — a2)(e1 — az)’

Li(x) =
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.

(x — a1)(x — a3)
(a2 —a1)(a2 — a3)’

(x — a2)(x — a3)
(1 — a2)(a1 — as)

Li(x) = , La(x) =

Calculemos los valores de estos polinomios en los puntos as, gz, as.
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Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.

(x — a1)(x — a3)
(a2 —a1)(a2 — a3)’

(x — a2)(x — a3)
(1 — a2)(a1 — as)

Li(x) = , La(x) =

Calculemos los valores de estos polinomios en los puntos as, gz, as.

Li(a1) =1, Li(a2) =0, L1(a3) =0,

Ly(aq) =0, Ly(ag) =1, Lr(a3) =0,
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean aq, g, a3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.

) e (X —a2)(x — as) ) e (X —ar)(x — as) ) e (X mar)(x —a)
bl (a1 — a2)(a1 — a3)’ Lalx) (02 — a1)(a2 — a3)’ La() (a3 — a1)(az — ag)

Calculemos los valores de estos polinomios en los puntos as, gz, as.

Li(a1) =1, Li(ap) =0, Li(a3) =0,
La(a1) =0, Lr(an) =1, Lr(a3) =0,
[_3(041) = 0, L3(a2) = 0, L3(Oz3) = 1.

8/20



Ejemplo, n =3
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Ejemplo, n =3

Ly
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Ejemplo, n =3
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Ejemplo, n =3
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Polinomios basicos de Lagrange
Sean oy, ..., a, algunos puntos diferentes a pares y sea j € {1,...,n}.

(x — ak)
Lj(t) — ke{lv-"7n}\{l}

I (e—an)
ke{1,....,n}\{j}

Entonces, para cada g en {1,...,n},

Lj(aq)
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Polinomios basicos de Lagrange
Sean oy, ..., a, algunos puntos diferentes a pares y sea j € {1,...,n}.

(x — ak)
Lj(t) — ke{lv-"7n}\{l}

I (e—an)
ke{1,....,n}\{j}

Entonces, para cada g en {1,...,n},

Li(ag) = djq-
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i Qué sale al sumar todos los polinomios basicos de Lagrange?

Li(x) + La(x)+ -+ La(x) =7
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Los polinomios basicos de Lagrenge forman una “particién de la identidad”

Teorema

Sean oy, ..., ap algunos nimeros diferentes a pares

y sean Li,..., L, los polinomios basicos de Lagrange asociados a estos niimeros.
Entonces,

Z Lj(X) =1.
Jj=1
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Demostracion

Sea
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Demostracion

Sea

Para cada g en {1,...

,n}, tenemos que
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Demostracion

Sea .
s(x) =Y Lj(x)
j=1
Para cada g en {1,..., n}, tenemos que
n
j=1

El polinomio s es grado < n— 1y tomar el valor 1 en n puntos diferentes.
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Demostracion

Sea

Para cada g en {1,..., n}, tenemos que

El polinomio s es grado < n— 1y tomar el valor 1 en n puntos diferentes.

Por lo tanto, s es el polinomio uno.
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En el resto de esta presentacién, siempre suponemos que
a1, -...,Q, son algunos nimeros diferentes a pares

y L1,...,L, son los polinomios basicos de Lagrange correspondientes.

Ademas, consideremos el siguiente polinomio de grado n:

n

f(x) = H(X — o).

j=1
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L, divide f

Denotemos por ¢, al coeficiente principal del polinomio L,:

1
cr =

@j

je{l o\ (r} 4T

Proposicién

Para cada r en {1,...,n},
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Demostracion

of(x) =c [[(x— ) = (x —ar) (cr I &- aj)) = (x — a,)L/(x).
Je{Ln\{r}
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f divide L, Lg, sir # s

Proposicién

Para cada r,s en {1,...,n} tales que r # s, existe un polinomio g tal que

fg=LLs.
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Demostracion

he(x)hs(x) = crcs H (x — ak) H (x — ak)
ke{l,...mI\{r} ke{1,...m\{s}

= CrCs(X - Oés)(X - Oér) H (X - ak)z = f(X)g(X)7
ke{l,....m¥\{r,s}

donde

g(x) = ccs 11 (x — aw).
ke{1,...mi\{r,s}
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x — «, divide 1 — L,

Proposicién

Para cada r en {1,..., n}, existe un polinomio h, tal que

1—L(x) = (x — ar)he(x).
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Demostracion

Para cada j en {1,...,n},

LJ'(X) =G H (X — aj).

ke{1,...,n1\{j}
Esto significa que si r # j, entonces
(x—a) | L.
Como
1-L= > L
Je{1,.,n}\{r}
concluimos que

(x —ap) | Ly
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