La transformada de Fourier
sobre un grupo conmutativo finito,
por medio de una forma bilineal no degenerada

Estos apuntes estan basados en el libro Tao, Vu “Additive combinatorics”. Los apuntes
estan redactados por Egor Maximenko y Jusset Zaid Soto Islas.

Objetivos. Introducir las definiciones bésicas de analisis de Fourier sobre grupos conmu-
tativos finitos usando el concepto de formas bilineales G* — R/T.

Prerrequisitos. El concepto de formas bilineales G* — R/T, existencia de formas bili-
neales no triviales, ortogonalidad de caracteres asociados a los elementos de G.

Repaso

En estos apuntes suponemos que G es un grupo conmutativo finito, de orden n. Usamos
la notacién aditiva para G. Denotamos por Og al elemento neutro de G.

Fijamos en G alguna forma bilineal no degenerada. Escribimos & - g para el valor de esta
forma en el par (£, g).

Repaso 1 (la funcién exponencial R/Z — T). Definimos £: R/Z — T mediante la regla
E(x+7) =exp(2miz).
Ya hemos visto que la definicién es consistente y £ es un isomorfismo de grupos.

Repaso 2. Definimos el producto interno en el espacio vectorial C¢ mediante la siguiente
regla:

(f.9) =E(fg)  (f,g€C%),
esto es,

(F.9) = Eucaf @30 = - 3" f@)gl@)  (fg € CO)

zeG

Repaso 3 (el caracter asociado a un elemento de GG, respecto a una forma bilineal no
degenerada). Dado £ en G, definimos &: G — T,

Eelw) = E(¢ - x).
Es facil de ver que & es un homomorfismo de grupos.
Repaso 4 (propiedades ortogonales). Si &, 7 € G, entonces
ErecE(§ - 2)E(n - x) = d¢ (1)

Si z,y € G, entonces

Proposicién 5. La familia (E)ecq es una base ortonormal de CC.

Definicién 6. Decimos que (& )ceq es la base finita de Fourier sobre el grupo G.
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La transformada de Fourier asociada asociada al grupo G,
respecto a una forma bilineal no degenerada

Definicién 7. Definimos F: C¢ — C%,
(Faf)(&) = (f, &)
También escribimos f en vez de Fgf. Notamos que
F() = B(f &) = Beca (f(2) €€ 2))

Proposicién 8 (la férmula de inversién). Si f € CY y x € G, entonces

EeG
Demostracion.
S e nfe) = S e 1) Y EC 1) f)
feG EeG yeG
—Z(%Zg(éw)g(éy)) FW) = 6,afy) = f(x). O
yeG £eG yeG

Proposicién 9 (la identidad de Plancherel). Si f,g € CY, entonces

~ _

(f,9)ce =Y F(©)(E).

e

Demostracion. Empezamos con la expresién en el lado izquierdo, usamos la férmula de
inversién para expresar g en términos de g, cambiamos el orden de las sumas y aplicamos

la definicién de f:

(f,9)ce = %Zf(w)@ = %Zf(x) (Z (- m)ﬁ(f))

el zeG e
= (% D EE: x)f(x)) 36 =>_1©a(©) .
feG zeG §eG

Idea de sequnda demostracion. Empezamos con la expresion en el lado derecho y susti-
tuimos la definicion de la transformada de Fourier:

PGIGEDY (%Zs@ - x>f<x>> (%Zem)@) .

feG £eG zeG yel@

Ejercicio: completar la demostracién, usando la propiedad de ortogonalidad (2). O
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Proposicién 10 (la identidad de Parseval). Si f € (CG, entonces
a(If?) =D 1F(©)
£eq
Demostracion. Es un corolario de la proposicion anterior. O

Ejemplo 11. Sea n € G. Calculemos la transformada de Fourier de la funcién &,.

gn(f) = EG(gng_E) = <5m8£><CG = O¢-
Ejemplo 12. Para n = 0, el caracter &, es simplemente la funciéon constante 1:
Ey(x) =1.

Por lo tanto, para cualquier f en C%, el 0-ésimo coeficiente de Fourier es simplemente el
valor medio (“el valor esperado”) de f:

£(0) = (f, 1)ca = Ea(f).

Definicién 13 (el complemento ortogonal de un subconjunto de G). Dado S C G, se
define
L::{§EG: Vse S §~S:0}.

Ejercicio 14. Demuestre que si S C G, entonces S es un subgrupo de G.

Proposicién 15 (la transformada de Fourier de la funcién caracteristica de un subgrupo
de G). Si H es un subgrupo de G, entonces

1y =Po(H)1y..
Demostracion. Por brevedad, denotamos 15 por f:

1, xe€ H;

1. Si & € H+, entonces

:%2m Ze 21_ — Po(H).

zeG IEGH xGH

2. Sea £ ¢ H*. Encontramos a en H tal que £ -z # Or/z. Notamos que la funcién
¢: H— H, ¢(x) = x — a, es una biyeccién. Usamos esta biyeccién como un cambio de
variable:

~ 1 —r—a 1 e — ~
fo = S EE 0 S EE ha) = - Y EC @ y) = EC 5 (6),

r=y+a 1N
x€EH yeH yEH

de donde sale que (E(€-y) — 1)f(§) =0y f(§) =
3. Juntando los dos casos, concluimos que

1y =Po(H)lye. 0
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Proposicién 16 (la cardinalidad del complemento ortogonal de un subgrupo). Si H es
un subgrupo de G, entonces

#H - H(HY) = n.
Demostracion. Sea f = 1. Aplicamos la Proposicion 15 y la identidad de Parseval
(Proposicién 10). Por un lado,
#H

Bo(|/P) = Bo(ln) = =5 = Po(H).
Por otro lado,

> Pa(H)1ye (€ =Pa(H)* Y 11 (€) = Pa(H)*#(H").

EeG £eq

Igualamos las expresiones obtenidas:
Po(H) = Po(H)*#(H).
Como Og € H, tenemos que #H > 0y Pg(H) > 0, asi que podemos dividir entre Pg(H ):

#TH#(HL) = 1. O
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