Mapeos de caracteristicas

Estos apuntes estan escritos de manera conjunta por Elisa Suarez Barraza (alumna gra-
duada de Maestria de la ESFM del IPN) y Egor Maximenko (profesor de la ESFM del
IPN). Fecha de actualizacion: enero de 2026.

Proponemos la frase “mapeo de caracteristicas” como un analogo de la frase “feature
map” utilizada en inglés.

Nos basamos en varias fuentes bibliogréficas. Aronszajn [1] desarrollé el concepto general
de espacios de Hilbert con nicleo reproductor (EHNR). Hay varios libros modernos sobre
este tema: Paulsen y Raghupathi, Saitoh y Sawano, etc. En 1982, Saitoh [3] inventé la
mayor parte de la teoria que se exlica en el presente texto, considerando el caso cuando V' es
el espacio L? sobre un espacio de medida. En el libro [4], é] consideré el caso de V' general.
Saitoh no usaba la frase “feature map”. Boser, Guyon y Vapnik en su famoso articulo [2]
consideraron un caso particular de mapeos de caracteristicas, para L de la forma RY
o (%(N). Scholkopf y Smola [5, (2.33)] propusieron el concepto abstracto de mapeo de
caracteristicas y demostraron que cada mapeo de caracteristicas induce un nicleo (en estos
apuntes, es la Proposicién 7 y su demostracién). Steinwart y Christmann [6, Theorem 4.21]
describieron el espacio H de manera explicita por medio de la transformaciones lineales
T y T (Definiciones 9 y 12). Sus razonamientos son un poco mas formales y mas claros
que los razonamientos de Saitoh.

Objetivos. Mostrar que cada mapeo de caracteristicas induce un nucleo. Describir de
manera explicita el espacio de Hilbert con nicleo reproductor EHNR) correspondiente.

Prerrequisitos. Elementos de la teoria de espacios de Hilbert, especialmente la teoria
de proyeccion ortogonal sobre un subespacio cerrado. Elementos de la teoria de EHNR.
Es deseable, pero no obligatorio, entender el teorema de Moore—Aronszajn.

En estos apuntes usamos el convenio que el producto interno es lineal respecto al primer
argumento.

1 Definicién (mapeo de caracteristicas). Sea X un conjunto. Una funcién ¢: X — L se
llama mapeo de caracteristicas o mapa de caracteristicas si L es un espacio de Hilbert.

Para la Proposicién 7, seria suficiente suponer que L sea un espacio con producto interno.
En otras palabras, la completez del espacio L no se utiliza en la Proposicion 7, pero se
utiliza después.
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2 Ejemplo. Los mapeos de caracteristicas surgen de manera natural en muchas situa-
ciones. Por ejemplo, a cada tipo de alimentos x le corresponde el vector ¢(x) de sus
caracteristicas nutricionales: la cantidad de proteinas, glicidos, grasas, eneria, etc. Este
vector se puede ver como un elemento del espacio de Hilbert CV o ¢(N). Tal vez, en este
ejemplo es més natural trabajar en el espacio de Hilbert real R o ¢*(N,R).

En estos apuntes, estudiamos el concepto de mapeos de caracteristicas de manera pura-
mente tedrica.

Recordemos el concepto de nicleo (en le teorfa de de EHNR). En vez de la palabra nicleo,
se usa también la frase funcion positivamente definida (en el sentido no estricto) o funcion
no negativamente definida.

3 Definicion (ntcleo). Sea X un conjunto. Una funcién K: X? — C se llama niicleo, si

para cada m en N, cada z1,...,2,, en X y cada A\,..., \,, en C,
Zz/\_p)‘qK(xqu) > 0.
p=1 ¢=1

4 Observacion. Hay otras maneras equivalentes de escribir la definicion del nicleo: en
términos de las formas cuadréticas asociadas a las matrices [K (xp, a:q)];nqzl, o en términos
de los determinantes de estas matrices. Sin embargo, en este tema es mas cémodo aplicar
la Definicién 3.

5 Definicién (el nicleo asociado a un mapeo de caracteristicas). Sean X un conjunto,
V un espacio de Hilbert y ¢: X — V una funcién. Definimos K: X2 — V,

K(z,y) = {o(y), p(x)v. (1)

6 Observacién. En muchas aplicaciones, es suficiente trabajar con funciones reales y
espacios de Hilbert reales. En el caso real, la expresion en (1) también se puede escribir

en la forma (p(x), o(y))v.

7 Proposicién (nicleo a partir de un mapeo de caracteristicas). La funcién K de la
Definicion 5 es un nicleo.

Demostracion. Sean m € N, x1,...,x,, € X, \1,..., A\, € C. Pongamos
V= Z Ap(Tp)-
p=1
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Observamos que la suma doble de la Definicion 3 se expresa como el cuadrado de la norma
del vector v:

Z >\_p)\qK<xp, Tq) = Z )‘_p)‘q<¢($q)a o(xp))v

p,q=1 p,qg=1
= (St S et ) = ol = b
qg=1 p=1 Vv
Por la definicion del producto interno, la tltima expresién es > 0. O

A veces, es mas comodo tratar el nicleo como una familia de funcién de una variable.
Dado y en X, definimos K,: X — C,

Ky(z) = K(z,y).

El teorema de Moore—Aronszajn garantiza la existencia de un tinico EHNR, H cuyo ntcleo
reproductor es K. Sabemos que H es un espacio de funciones X — C y que las funciones
K, son elementos de H.

El EHNR asociado a un mapeo de caracteristicas

En este tema, nuestro objetivo principal es describir de manera mas explicita el EHNR
H asociado al nicleo K.

8 Repaso. Denotamos por CX al conjunto de todas las funciones X — C, considerado
con las operadores vectores punto a punto:

(f +9)(x) = f(x) +g(x),  (af)() = af(2).

En los primeros cursos de dlgebra lineal se demuestra que C¥ es un espacio vectorial. El
vector cero del espacio C¥ es la funcién constante cero. La denotamos por Ocx.

La idea principal es convertir los elementos de V' en ciertos elementos de CX.

9 Definicién. Definimos T: V — C¥,

(Tw)(x) = (v, p())v-
Denotamos la imagen de 7" por H:

H =TI[V], esto es, H:{fECX: JveV f:Tv}.
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Como el producto interno es lineal respecto al primer argumento, concluimos que 7' es
una transformacién lineal y su imagen H es un subespacio vectorial de C¥.

Denotamos por ¢[X]| a la imagen de ¢, es decir, al conjunto de los valores de ¢:
eX]={ueV: e X u=qyp)}.

En la siguiente proposicién mostramos que el complemento ortogonal de ¢[X] coincide
con el espacio nulo de T.

10 Proposicién. ker(T') = p[X]*+.

Demostracion. El resultado sale directamente de las definiciones. En efecto, para cada v
en V', tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

v € ker(T) — Tv = Ocx = Vee X (Tv)(x)=0
= Vee X (v,p(x)y =0 = Vee X vl ox)
= Vue plX] vLlu = v € e[ X O

La peniltima equivalencia, donde pasamos de ¢(x) a u, sale por la definicién de ¢[X].
Brevemente, la idea es que cada elemento u de ¢[X] se puede escribir en la forma ¢(x)
con z en X, y para cada z en X el vector ¢(x) pertenece a ¢[X].

4

11 Proposicién. ker(T') es un subespacio cerrado de V. ker(T' )= es el subespacio cerrado

de V' generado por el conjunto ¢[X]:
p[X] C cl(U(p[X])) = ker(T)"

Demostracion. Esta proposicion se sigue facilmente de la Proposicion 10. Vamos a expli-
carlo de manera detallada.

1. Notamos que el codominio de 7" no tenemos topologia, por eso no podemos afirmar
que T es continuo y no podemos usar el argumento que el nticleo de una transformacion
lineal continua es un conjunto cerrado. Tenemos que razonar de otra manera. Por la
Proposicién 10, ker(T) = ¢[X]*. Por ser un complemento ortogonal de un subconjunto
de V, ker(T) es cerrado.

2. Pasando al complemento ortogonal en la igualdad ker(T') = ¢[X]*, obtenemos
(P[X])* = ker(T)*.

Por la teoria de la proyeccién ortogonal en un espacio de Hilbert, el complemento ortogonal
del complemento ortogonal de ¢|X]| es el subespacio cerrado generado por ¢[X]:

cl(C(¢[X])) = (¢[X]") " = ker(T)".
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3. Obviamente, p[X] estd contenido en cl(¢(p[X])). O

| = 14
7 4 | =
512
\ Eé/
—~ 3]
N ker(T) = p[X]*

12 Definicién (la transformacién lineal T'). Definimos T': ker(T')* — H como la funcién
T restringida (comprimida) al dominio ker(T')* y codominio H:

TU =To.

13 Proposicion. T' es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Como T es lineal, T" también es lineal. Tenemos que verificar que 1" es
inyectiva y sobre.

1. Mostremos que T es inyectiva. Supongamos que v € ker(f). Por la definicién de T ,
esto significa que v € ker(T)* y Tv = 0. Luego
v € ker(T)* Nker(T) = {0y }.

2. Mostremos que T es sobre. Sea f € H. Por la definicion de H, existe v en V tal que
Tv = f. Como ker(T") es un subespacio cerrado de V', sabemos que V' es la suma ortogonal
de ker(T) y ker(T)*. Por lo tanto, existe un tinico par de vectores u y w tal que

v=u+w, ucker(T), weker(T)"

En otras palabras, el vector u es la proyeccién ortogonal de v sobre ker(7) y w es la
proyeccién ortogonal de v sobre ker(T')+. Notamos que

f=Tv=Tu+w)=Tu+Tw=0cx +Tw=Tw=Tw.

Hemos mostrado que f pertenece a la imagen de T. O]
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14 Proposicién (K en términos de T'y ¢). Para cada y en X,
Ky =T(e(y)). (2)
Demostracion. En efecto, para cada x,y en X,

Ky(x) = K(z,y) = {o(y), o(z))v = T(p(y))(2). N

15 Definicion. En el espacio H definidos el producto interno de la siguiente manera:

<fag>H = <T_lf7j:_lg>‘/' (3)

16 Teorema. H es un EHNR. Su nicleo reproductor es K.

Demostracion. 1. Como V' es un espacio de Hilbert y T es un isomorfismo de espacios
vectoriales, es facil que la funcién definida por (3) efectivamente es un producto interno y
H es un espacio de Hilbert. En otras palabras, hemos usado la biyeccién T para transferir
la estructura del espacio V' al espacio H.

2. Para cada y en X, por la Proposicién 14, tenemos que K, € T[V]| = H.

3. Probemos que K tiene la propiedad reproductora. Sean f € H, y € X. Usando la
Proposicién 13, encontramos v en ker(T)* tal que

f=Tv= To.
Ademas, usando las Proposiciones 14 y 11, escribimos K, como

K, =T(p(y)) =T(p(y)).

Luego
(f Ky)u = (v, 0(y))v = (Tv)(y) = f(y). O

Mapeos de caracteristicas, pagina 6 de 10



17 Corolario. Para cada f en H, ||f||g es el elemento minimo del conjunto

{Ivlv: veV, Tv=f}. (4)

Demostracion. Usaremos la Proposicién 13 y las ideas de su demostracion, pero las escri-
biremos con otras palabras.

Sea f € H. Pongamos u := T f. Entonces u € ker(T)*, |||z = |ullv v Tu = f,
Por lo anterior, || f||x es un elemento del conjunto (4).

Sea v cualquier vector de V' tal que Tv = f. Pongamos w = v — u. Luego
Tw=Tw—u)=Tv—Tu= f— f=0¢cx,
asi que w € ker(T'). Hemos mostrado que v tiene descomposicién ortogonal

v=u+w, u € ker(T)*, w € ker(T).
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Por el teorema de Pitagoras,
[l = lllli + [wli = v
Por lo tanto, ||v|ly > ||u|ly = ||f||z- Hemos mostrado que cualquier elemento del conjun-
to (4) es mayor o igual a || f| 4. O
18 Definicién. Definimos U: V' — H como el operador 7' con el codominio restringido:
Uv :=Twv (veV).
19 Proposicién (descripcién de la transformacién adjunta). El operador U*: H — V es
una isometria lineal, su imagen es cl(¢(¢|X])), y para cada x en X,
UK, = p(x).
Demostracion. 1. Para cada v en V/,
(0, U Ky)y = (Uv, Ko)u = (Uv)(x) = (T)(z) = (v, o(2))v.
Como la igualdad se cumple para cada v en V', concluimos que U*K, = ¢(x).

2. Mostremos que U* es una isometria. Para cada f de la forma

m

f=2 2k,

p=1

obtenemos que

HU*JC”%/ = Z pP(Yp) Z ,0(Yg))v = Z ApA K(yqyyp)
p=1 q=1 p,g=1

= MKy, Ky w = (f = If13

p,g=1

Como estas combinaciones lineales forman un subconjunto denso en H, concluimos que
la igualdad ||U* f|lyv = || ||z se cumple para cada f en H.

3. Es facil ver que U* f = f‘lf para cada f en H. De aqui se sigue que U* es una isometria
y la imagen de U* es cl(¢(¢(X))). O
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Cada EHNR esta asociado a varios mapeos de caracteristicas

20 Proposicién (de un EHNR a un mapeo de caracteristicas). Sea X un conjunto y
sea H un EHNR sobre X. Denotemos por K al nicleo reproductor de H. Definimos
p: X - H,

o(x) = K,.

Entonces, ¢ es un mapeo de caracteristicas y K es el nicleo asociado.

Demostracion. En efecto, para cada z, y en X,

(o), p(@)) i = (Ky, Koy = Ky(2) = K(z,9). O

21 Proposicién (de un nicleo a un mapeo de caracteristicas). Sea X un conjunto y sea K
un kernel sobre X. Entonces, existe un espacio de Hilbert V' y un mapeo de caracteristicas
p: X =V tal que K estd asociado a .

Demostracion. En efecto, por el teorema de Moore-Aronszajn, existe un tunico EHNR
H sobre X cuyo nucleo reproductor es K. Aplicamos la Proposicion 20 y obtenemos el
resultado requerido. O

22 Observacién. Dado un EHNR H sobre X o un ntcleo K sobre X, le corresponden
muchos mapeos de caracteristicas, porque hay muchas maneras de elegir el espacio de
Hilbert V' y la funcién ¢. Por ejemplo, si ya esta dado un mapeo de caracteristicas p: X —
V', entonces podemos encajar V en un espacio mas grande, digamos, V & C, y extender
¢ de manera trivial, sin cambiar el nicleo asociado K.

En la Proposicion 20, se utiliza V' = H. En algunos ejemplos, V' se puede elegir como
L?(€2, p) sobre un espacio de medida (€2, 1) o como ¢*(N), y el mapeo de caracteristicas
puede ser 1til para entender algunas propiedades de H.
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