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Objetivo

Dado un EHNR H sobre X y una funcién f: X — C,

demostrar condiciones necesarias y suficientes para que f € H.



Prerrequisitos

@ Descripcién de la imagen de una matriz positiva.
@ Interpolacién en EHNR.

@ Convergencia de redes.
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Proposicién

Sean A € M,(C) tal que A>0yseaveC"
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) v €im(A),

(b) existe C > 0 tal que vv* < CA.




Repaso: la imagen de una matriz positiva

Proposicién

Sean A € M,(C) tal que A>0yseaveC"
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) v €im(A),

(b) existe C > 0 tal que vv* < CA.

Proposicién
Sean A € M,(C), u e C", v = Au. Entonces

0<(v,u)=min{C eR: w* < CA}.
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Notacion: EHNR

Suponemos que X es un conjunto y H es un EHNR sobre X, es decir, H < CX,

Denotamos por K el niicleo reproductor de H.

Para cada Y C X, denotamos por Hy el subespacio cerrado generado por
{K,: yeY}.

Denotamos por Py la proyeccién ortogonal sobre Hy .
Dados me Ny x € X™,
Gk(x) = [K(xr,xs)]"

r,s=1°
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Proposicién

Sean m € N, xi,...,xn € X puntos diferentes a pares, vi,...,vy, € C.
Supongamos que o € C", v = Gk(x)a,

Entonces:
e g interpola (x,v),
o [lgl* = (v, a),

e si f € Hy f interpola (x, v), entonces | g|| < ||f]].
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Demostracién: g interpola (x, v)

Estamos suponiendo que

Gk(x)a=v, g = Z%‘Kxj-

Sea r € {1,..., m}. Calculemos el valor de g en x;:

g(x) = ZajKXj(Xr) = Z K(xr,xj) aj = Z(GK(X))rJ aj = (Gk(x)a)r = vr.
j=1
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Demostracién: g interpola (x, v)

Estamos suponiendo que

Gk(x)a=v, g = Zaijj-

Sea r € {1,..., m}. Calculemos el valor de g en x;:

n

g(x) = ZO‘]KXj(Xr) = Z K(xr,xj) aj = Z(GK(X))rJ aj = (Gk(x)a)r = vr.
j=1

j=1 j=1

Hemos mostrado que g interpola (x, v).
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Estamos suponiendo que

Gk(x)a=v, g = Z%‘K)g-

lel> = <g, S ajk > = S @ (g, K).

Jj=1
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Estamos suponiendo que

Gk(x)a=v, g = ZaJKXj.
j=1
HgH2 <g7ZaJ Xj> = CT<g7K>
j=1

Usamos la propiedad reproductora y la propiedad g(x;) = v;:
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Demostracién: ||gl||?> = (v, )

Estamos suponiendo que

Gk(x)a=v, g = ZaJKXj.
j=1
HgH2 <g7ZaJ Xj> = CT<g7K>
j=1

Usamos la propiedad reproductora y la propiedad g(x;) = v;:

n n
Igll> = > a5g(x) = > ajvi=(v,a
j=1 j=1
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Sean
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2 2 2 2
1A= =11 —&ll” + llell” = llell”
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Teorema

Sean me N, xq,...,xm € X puntos diferentes a pares, vi,...,vy, € C.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe f en H tal que f interpola (x, v);

(b) existe @ € C™ tal que la funcién g == ZOéij,- interpola (x, v);
j=1

(c) v €im(Gk(x)).
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Sean m e N, xq,...,xm € X puntos diferentes a pares, vi,..., vy € C,
Y = {x1,..., Xm}, Hy =1lin({Kx, ..., Kx, })-

Sean f, g € Hy tales que f interpola (x,v) y g interpola (x, v). Entonces f = g.
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Proposicion

Sean m e N, xq,...,xm € X puntos diferentes a pares, vi,..., vy € C,
Y = {x1,..., Xm}, Hy =1lin({Kx, ..., Kx, })-

Sean f, g € Hy tales que f interpola (x,v) y g interpola (x, v). Entonces f = g.
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Proposicion

Sean m e N, xq,...,xm € X puntos diferentes a pares, vi,..., vy € C,
Y = {x1,..., Xm}, Hy =1lin({Kx, ..., Kx, })-

Sean f,g € Hy tales que f interpola (x,v) y g interpola (x, v). Entonces f = g.

Demostracion. Pongamos h:=f —g. Entonces hé& Hy vy al mismo tiempo
Vie{l,...,m} <h,KXJ.>:h()g)zf()g)—g()g):vj—vj:O,

asi que h € H,L,. Concluimos que h = 0p.
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Repaso: aproximacion de elementos de EHNR por redes

Fx = el conjunto de los subconjuntos finitos de X.
Fx es un conjunto parcialmente ordenado por C.
Mas aiin, Fx es un conjunto dirigido.

Proposicién

Sea g € H. Entonces la red (Pyg)yecr, converge a g.

En el siguiente teorema no usamos esta proposicién, pero usamos una idea similar.



Plan

© Criterio de pertenencia al EHNR



Notacién para el “producto tensorial” de dos funciones

Sea X un conjunto y sean f, g: X — C.

Definimos f X g: X2 = C,
(f K g)(t, u) = £(t) g(u).



La matriz de Gram asociadaa FfXf

Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll
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Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},
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Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r,S = (f ¥ f)(x, xs)



La matriz de Gram asociadaa FfXf
Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r,S = (f X F)(x, xs5) =



La matriz de Gram asociadaa FfXf
Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r,S = (f X F)(xr, xs) = (x)f(x5)



La matriz de Gram asociadaa fXf

Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde v = f(x) = [f(x)]"

J=

1

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r,S = (F R F)(x, xs) = F(x)f(xs) =



La matriz de Gram asociadaa FfXf
Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Grar(x)), s = (FRF)(xr, x5) = F)F(6) = v, V5



La matriz de Gram asociadaa FfXf
Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r’s = (f Iz?)(XI‘;XS) = f(Xr)f(Xs) =V, Vs =



La matriz de Gram asociadaa FfXf
Lema
Sean f: X - C, me N, x € X™. Entonces

Grgr(x) = vv7, donde vi=f(x) = [f(xj)];ll

Demostracién. Para cada r,s en {1,..., m},

(Gf?(x))r,S = (FRF)(xr,x5) = F(x)F(x5) = v, Vs = (v V), s.



La matriz de Gram asociadaa 2K —fXf

Lema

Sean X un conjunto, K: X2 — C un ndcleo, f € CX, ¢ > 0.
Sean m e N, x € X™. Entonces

Gy pr(X) = €% Gr(x) — v v*, donde v = [f(xj)]Jm:1




La matriz de Gram asociadaa c?K —fXFf

Lema

Sean X un conjunto, K: X2 — C un ndcleo, f € CX, ¢ > 0.
Sean m e N, x € X™. Entonces

Gy pr(X) = €% Gr(x) — v v*, donde v = [7‘()(1)]1'”:1

Se sigue del lema anterior.



Criterio de pertenencia al EHNR

Teorema

Sean X un conjunto, H un EHNR sobre X, K el niicleo reproductor de H, f € CX.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f € H,;
(b) existe ¢ >0 tal que c>K —fXf es un nicleo;

(c) existe ¢ > 0 tal que para cada m en Ny cada xg,...,xm en X,

existe g € H tal que ||g|| < cy f(x;) = g(x;) para cada j en {1,..., m}.




Demostracién, (a)=-(b), inicio

Supongamos que f € H.
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Demostracién, (a)=-(b), inicio

Supongamos que f € H.  Pongamos ¢ = ||f]|.

Definimos L:=c?>K —fXf. En otras palabras,

L: X? = C,  L(t,u) = K(t,u) — f(t)f(u).
Sean me N, xq,...,xm € X. Queremos mostrar que G;(x) > 0.

Sea v = [f(xJ)L'll



Demostracién, (a)=-(b), inicio

Supongamos que f € H.  Pongamos ¢ = ||f]|.

Definimos L:=c?>K —fXf. En otras palabras,

L: X? = C,  L(t,u) = K(t,u) — f(t)f(u).

Sean me N, xq,...,xm € X. Queremos mostrar que G;(x) > 0.

Sea v = [f(xJ)L'll Entonces, por el lema,

GL(x) = ?Gk(x) — vv™.



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).
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Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces

(v,q)



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces

(v,a) <



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces

(v,0) < [If|I”



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces

(v,0) <|If|I* =



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces

(v,a) < |If]* = ¢



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
(v,a) < |If]* = ¢

Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
(v,a) < |If]* = ¢

Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
2 2
(v,o) < [IF|" ==
Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,

vv <



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
2 2
(v,o) < [IF|" ==
Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,

v v <(v,a) Gk(x)



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
2 2
(v,o) < [IF|" ==
Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,

vv® <(v,a) Gk(x) <



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).

Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
2 2
(v,o) < [IF|" ==
Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,

vv* < (v,a) Gk(x) < 2 Gk(x).



Demostracién, (a)=-(b), final

Por la construccién de v, la funcién f interpola (x, v).
Por el teorema de interpolacién en EHNR, v € im(Gk(x)).

Sea a € C" tal que v = Gk(x) a. Entonces
(v,a) < [If|? = ¢
Por el criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva,
vv* < (v,a) Gk(x) < 2 Gk(x).

En otras palabras, G;(x) = ¢ Gk(x) — vv* > 0.
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Supongamos que ¢ >0 y L:=c?K—fXf esun nicleo.
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Supongamos que ¢ >0 y L:=c?K—fXf esun nicleo.
Sean me N, xq,...,xn € X diferentes a pares.
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Demostracién, (b)=-(c), inicio

Supongamos que ¢ >0 y L:=c?K—fXf esun nicleo.
Sean me N, xq,...,xn € X diferentes a pares.

Definimos v como antes:

v = [f(x)] :n:l.

Entonces

2Gk(x) — vv* = Gi(x) >



Demostracién, (b)=-(c), inicio

Supongamos que ¢ >0 y L:=c?K—fXf esun nicleo.
Sean me N, xq,...,xn € X diferentes a pares.

Definimos v como antes:

v = [f(x)] :n:l.

Entonces

c2Gk(x) — vv* = G (x) > 0.



Demostracién, (b)=-(c), inicio

Supongamos que ¢ >0 y L:=c?K—fXf esun nicleo.
Sean me N, xq,...,xn € X diferentes a pares.
Definimos v como antes:

vi= [f(x,)]:nzl.
Entonces

c2Gk(x) — vv* = G (x) > 0.

Por la descripcién de la imagen de una matriz positiva, v € im(Gg(x)).



Demostracién, (b)=(c), final

Hemos mostrado que v € im(Gk(x)).
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Demostracién, (b)=(c), final

Hemos mostrado que v € im(Gk(x)).
Sea a € C™ tal que v = Gk(x) a.

Sea
m
g = Z ajKy;
j=1
Por la teoria de interpolacién en EHNR, g interpola (x,v) y

lgll? =



Demostracién, (b)=(c), final

Hemos mostrado que v € im(Gk(x)).
Sea a € C™ tal que v = Gk(x) a.

Sea
m
g = Z ajKy;
j=1
Por la teoria de interpolacién en EHNR, g interpola (x,v) y

lgll? = (v, a)



Demostracién, (b)=(c), final

Hemos mostrado que v € im(Gk(x)).
Sea a € C™ tal que v = Gk(x) a.

Sea
m
g = Z ajKy;
j=1
Por la teoria de interpolacién en EHNR, g interpola (x,v) y

lgll* = (v, a) <



Demostracién, (b)=(c), final

Hemos mostrado que v € im(Gk(x)).
Sea a € C™ tal que v = Gk(x) a.

Sea
m
g = Z ajKy;
j=1
Por la teoria de interpolacién en EHNR, g interpola (x,v) y

lgll* = (v, a) < c.



Demostracion, (c)=-(a), inicio

Supongamos que se cumple la condicién (c). Fijamos el nimero ¢ > 0 de la condicién (c).
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Demostracion, (c)=-(a), inicio

Supongamos que se cumple la condicién (c). Fijamos el nimero ¢ > 0 de la condicién (c).

Por la suposicién, para cada Y en Fx existe gy en H tal que
levl<c v (vtey () =1(1).

Para cada Y en Fyx,
hy — Py(gy).

Entonces |lgy| < ||hyv] < c.
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Para cada Y en Fyx,
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Demostracion, (c)=-(a), inicio
Supongamos que se cumple la condicién (c). Fijamos el nimero ¢ > 0 de la condicién (c).
Por la suposicién, para cada Y en Fx existe gy en H tal que

levl<c v (vtey () =1(1).

Para cada Y en Fyx,

hy — Py(gy).

Entonces ||gy|| < ||hy|| < c. Maés adn, paracadaten Y, gy(t)= hy(t)="7(t).

Mostremos que la red  (gy)yer, es de Cauchy y converge a la funcién f.



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

M= sup [lgy].
YeFx
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M = sup [gy|-
YeFx
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&2

Sea € > 0. Pongamos § := M1

Usando la definicién de sup, encontramos Yy en Fx tal que || hy,|| > M — 6.
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Py,(hy) = hy,.



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

M = sup |lgy]-
YeFx

Sabemos que M < ¢ < +o0.

&2

8M+1

Sea € > 0. Pongamos § ==

Usando la definicién de sup, encontramos Yy en Fx tal que || hy,|| > M — 6.

Para cada Y en Fx con Yy C Y, tenemos que

Py,(hy) = hy,.

En efecto, las funciones Py,(hy), hy, pertenecen al subespacio Hy,

y toman los mismos valores f(t) en los puntos t € Y.
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Hemos mostrado que si Y € Fx y Yy C Y, entonces Py, (hr) = hy,.
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Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces Py, (hr) = hy,. Luego
(hy = by, hyy) =0, [lay[® = [lhy — Ay, |l + [y |1 > [l hy, |1

Por lo tanto, M — 6 < [[hysll < Iyl < M, Iyl - vl <,



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces Py, (hr) = hy,. Luego
(hy = by, hyy) =0, [lay[® = [lhy — Ay, |l + [y |1 > [l hy, |1
Por o tanto, M — 6 < [hygll < lhyll < M, [lAv]l — lAvgll <9,

lhy — hy, |?



Demostracién, (c)=-(a), continuacién
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Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces Py, (hr) = hy,. Luego
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Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces Py, (hr) = hy,. Luego
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Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces Py, (hr) = hy,. Luego
(hy = by, hyy) =0, [lay[® = [lhy — Ay, |l + [y |1 > [l hy, |1
Por o tanto, M — 6 < [hygll < lhyll < M, [lAv]l — lAvgll <9,
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Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.

Sean Y1, Ys € Fx tales que Yy C Y1, Yo C Ys. Entonces
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Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.
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Iy, = hy, || < [y, = hyoll + 1Ay, — by, || <2V2M6 =



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.
Sean Y1, Ys € Fx tales que Yy C Y1, Yo C Ys. Entonces
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Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.
Sean Y1, Ys € Fx tales que Yy C Y1, Yo C Ys. Entonces

2M 2

i = sl < Il = hygll + 1y, = b | < 2V/2M3 = 2 s <




Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.

Sean Y1, Ys € Fx tales que Yy C Y1, Yo C Ys. Entonces

2M 2
8M +1

Iy, = hy, || < [y, = hyoll + Ay, — by, || <2V2M6 =2 <e



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.

Sean Yy, Y> € Fx tales que Yy C Y1, Yy C Y>. Entonces

2M 2
8M +1

Iy, = hy, || < [y, = hyoll + Ay, — by, || <2V2M6 =2 <e

Como ¢ es arbitrario, hemos mostrado que la red (hr)Fer, es de Cauchy.



Demostracién, (c)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que si Y € Fx y Yo C Y, entonces || hy — hy,|| < v2Mé.

Sean Yy, Y> € Fx tales que Yy C Y1, Yy C Y>. Entonces

2M 2

i = byl < v, = gl + 1y, = b | < 2V2M3 = 20/ =

<e.

Como ¢ es arbitrario, hemos mostrado que la red (hr)Fer, es de Cauchy.

H es completo, por eso existe a € H tal que

lim hy = a.
YE]:X
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Queremos mostrar que a = f.
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Demostracién, (c)=-(a), final
Queremos mostrar que a = f.

Sea t € X. La convergencia en H implica la convergencia puntual, luego

Yhen/gx hy(t) = a(t).

Por otro lado, para cada Y en Fx con {t} C Y tenemos que hy(t) = f(t).
Por la definicién de la convergencia de redes, esto implica que

v“eTfX hy(t) = f(t).

Hemos demostrado que a=f. Poreso fe Hy f = lim hy.
YeFx

Como la norma en H es una funcién continua, ||f]| < c.



Sobre el nidmero ¢ en el teorema

Hemos mostrado que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f e H,
(b) existe ¢ > 0tal que c*K —fXf es un niicleo;

(c) existe ¢ > 0 tal que para cada men Ny cada xg,...,xm en X,

existe g € H tal que ||g]| < cy f(xj) = g(x;) para cada j en {1,...



Sobre el nidmero ¢ en el teorema

Hemos mostrado que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) feH,

(b) existe ¢ > 0tal que c*K —fXf es un niicleo;

(c) existe ¢ > 0 tal que para cada men Ny cada xg,...,xm en X,

existe g € H tal que ||g]| < cy f(xj) = g(x;) para cada j en {1,..., m}.

Vamos a mostrar que ||f|| es el minimo de los nimeros ¢ que satisfacen (b) y (c).



Sobre el nidmero ¢ en el teorema

Proposicién
Sea f € H. Entonces ||f|| = min(B) = min(C), donde

B = {CZO: APK-—FfRF es m]cleo},

C={c>0: WYeFx JgeH (lgl<c A (vteY gt)=1(1)) }.
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Proposicién
Sea f € H. Entonces ||f|| = min(B) = min(C), donde

B = {CZO: APK-—FfRF es m]cleo},
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Sobre el nidmero ¢ en el teorema

Proposicién
Sea f € H. Entonces ||f|| = min(B) = min(C), donde

B = {CZO: APK-—FfRF es m]cleo},
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Demostracion. En la demostracién (a)=-(b), hemos mostrado que ||f|| € B.
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Proposicién
Sea f € H. Entonces ||f|| = min(B) = min(C), donde
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Sobre el nidmero ¢ en el teorema

Proposicién
Sea f € H. Entonces ||f|| = min(B) = min(C), donde

B = {CZO: APK-—FfRF es nﬂcleo},

C::{CZO: VY € Fx JgeH <||g||§c A (VteY g(t):f(t))) }

Demostracion. En la demostracién (a)=-(b), hemos mostrado que ||f|| € B.
En la demostracién (b)=-(c), hemos mostrado que B C C.

En la demostracién (c)=-(a), hemos mostrado que si ¢ € C, entonces ||f|| < c.



	Introducción
	Repaso: la imagen de una matriz positiva
	Repaso: interpolación en EHNR
	Repaso: aproximación de elementos de EHNR por redes
	Criterio de pertenencia al EHNR

