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Mi servicio social consistié de tres partes:

Ejercicios tedricos: Estos son de algebra lineal, de los temas valores y vectores propios,
transformaciones y matrices adjuntas, operadores autoadjuntos y transformaciones y
matrices normales, se encuentran en la seccién 1.

Matrices de Toeplitz: Se estudia un caso particular de estas matrices, las matrices tridiago-
nales, estudiadas en la secciéon 3. Para estudiarlas se utilizé un poco de la teoria de
sucesiones recurrentes, que se ve en la seccion 2.

Tareas individuales: Estas tareas son pensadas para que cada alumno tenga una tarea dife-
rente a otro, esto puede llegar a ser engorroso, se utiliza el lenguaje de programacion
Python para hacerlo menos engorroso, como se ve en la seccién 4.



1. Ejercicios tedricos

1.1. Valores y vectores propios
Resolvi los siguientes ejercicios que fueron incluidos en listas de problemas de Algebra III.

Problema 1. Calcule los valores propios y vectores propios de la matriz A € May5(C)

a b
A_<1 0)conb7é0.
a+Va2+4b

Solucién. El polinomio caracteristico de A es t? — at — b teniendo como raices a z = 5

/a2 . 7
yy = %*4’) que son los valores propios de A. Estas raices no pueden ser cero, ya que como
b # 0 la matriz A tiene rango 2.
Supongamos que x # y, veamos cuales son sus vectores propios, recuerde que

xz—ax—b:O, (1.1

por otro lado tenemos

a—x b ~ 0 b+ ax— 22
1 -z Fi4+=(z—a)F> 1 -z ’

y por ([1.1) se sigue que
a—x b 0 O
1 —x 1 —x )

Por lo tanto el espacio solucion es {(c,d) | ¢ = xzd} y un vector caracteristico de z es (z, 1),
analogamente un vector caracteristico de y es (y, 1).

Ahora como z # y tenemos una base para R? que consta de vectores propios entonces
A es diagonalizable, y podemos construir la matriz cambio de base que hace ver que A es
similar a una matriz diagonal, asi podemos escribir

DG )

Note que x — y = v a? + 4b, entonces

fa b\ 1 x vy x 0 1 —y
A_<1 O)_ﬂ/a2+4b<1 1)(0 y)(—l x) (1.2)
Ahora supongamos que x = y esto pasa siy solo si a*> = —4b, entonces = = % el cual es el

unico valor propio de A por lo tanto de orden dos, pero su espacio propio es de dimension

uno. Una base para el espacio propio de z es el vector propio v = (z,1) = (%,1). Sabemos



que el espacio propio generalizado del valor propio z tiene dimensién dos y v es un vector
que estara en una base que induzca la forma candnica de Jordan, por lo tanto solo nos falta
encontrar otro vector (z,w) tal que

(A—xf)(z>:<f) (1.3)
e (300 G

Por lo tanto el conjunto solucién de (1.3) es {(c,d) | zc + bd = x} en particular podemos
tomar (1,0).

Asi {(%,1),(1,0)} es nuestra base canénica de Jordan.

Ahora podemos escribir

Pero

fa b\ (&1 @ 1\/0 1
= (1)=(F o)) 4)
]
Problema 2. Sea A = ( Z Z ) € Moo (C)y T : Mays(C) — Mayo(C) definida como

T(X) =AX - XA VXEMQXQ(C).
I. Muestre que T' es un operador lineal.

II. Halle la matriz asociada a T respecto a la base candnica de Myy(C):

s={8=(00)2=(00)B=(10)B=(01)}

III. Encuentre los valores propios de T.
IV. Dé los vectores propios de T
V. Determine si T es diagonalizable.
Solucién. T es un operador lineal, en efecto sea X, Y € My, s(C)yce C

T(eX+Y) = A(X+Y)— (X +Y)A
= A(cX)+AY —(cX)A-YA
— ¢(AX) —¢(XA)+ AY YA
= ¢(AX —XA)+ AY —YA
— T(X)+T(Y).



Para calcular la matriz asociada a T respecto a la base candnica de M, (C) evaluemos T
en ésta base.

T(E,) = (i 8)—(8 8):(2 _Ob):—bE2+cE3
T (FEy) = (8 Z)—((C) COZ):<_OC a;d>:—cE1+(a—d)E2+cE4
T(Ey) — <Z 8)—(2 g)z(dfa _Ob>:bE1+(d—a)E3—bE4
e - (§8)- (2 0)=(", 8) -
Entonces
0 —c b 0
[T]p = _cb agd dga —bc (1.4)

0 c —-b 0

esta es la matriz asociada a 7" respecto a f3.

Antes de calcular el polinomio caracteristico de 7" voy a simplificar el determinante de
[T, — Al por medio de operaciones simples de renglones y columnas.

Sea e = a — d, tenemos

-\ —c b 0 -\ —c b —A
—b e— A\ 0 b = —b e— A\ 0 0
c 0 —e—XA —c| cyt=0, & 0 —e—X 0
0 c —b —A 0 c —b —A
—A 0 0 —2A
= —b e—\ 0 0
Fi+=F4 C 0 —e— A\ 0
0 c —b -\

calculemos el determinante por cofactores desarrollando por la primera fila

- 0 0 —2A

—b e—\ 0 e— A\ 0 0
b e—X 0 0 — | ¢ 0 —e—=X|=X 0 —e=x 0
c 0 —e— A 0 0 ) b )\
0 ¢ b =\ ¢ ¢

= 2\[-bc(e+ ) —c(=ble=AN)]—A(e—=A)(e+ ) A

= 2X(=bce — beA + bee — bed) — A (€2 — A?)

= —4bcA? — (&2 — \*) \?

= N (N =€ —4bc). (1.5)



Este es el polinomio caracteristico de 7"y tiene como raices

0,0, \/(a — d)* + 4be, —\/ (a — d)* + 4be,

y a su vez como valores propios de 7T'.
Ahora encontraré los vectores propios de 7.
Para el 0 notemos que los vectores propios son A y la matriz identidad 52 € Mayo(C).
Si

a=1/(a—d)®+4bc # 0 (1.6)

y e = a — d encontraré el espacio solucion de

—a  —c b 0 T 0
—b e—« 0 b y | |10
c 0 —-e—a —-c z | 10 (1.7)
0 c —b -« w 0
procederé por Gauss—Jordan
—a  —cC b 0 —Q 0 0 -« \
b e—« 0 b Fs=—Fs —b e—a O b F=yh
c 0 —e—a —c —c 0 e+« ~
0 c —b —x Fit=Fa 0 c -b -« Fy==5h
—« 0 0 —«
0 e—«a 0 2b
0 0 e+a 2c (1.8)
0 c -b -«
Para continuar hay que tomar algunos casos:
Caso 1 Sie—a#0
« 0 0 «
f=hn 0 e—a 0 2b (1.9)
0 0 e+ o 2c )
== \o 0 b —a-2

Caso 1.1 Si e + a # 0 podemos aplicar a la matriz ((1.9) la siguiente operacién

« 0 0 «

~ 0 e—«a 0 2b

F4+:e+%p3 0 0 e+« 2c
00 0 ey



Caso 1.2

Caso 1.2.1

Note que

o 2bc N 20c  —a(e—a)(e+a) —2bc(e+ ) +2bc(e — a)
e—a et+a e2-a2

= (a2 — 62) — 2bce — 2bcay + 2beor + 2bce — 2bAca

= a(a®— 62) — 4bca

recordemos que a? — 4bc — ¢ = () entonces a? — e* = 4bc por lo tanto

2bc 2bc
—a — + =0,
e—« e+«

asi que el sistema queda

« 0 0 o
0 e—« 0 2b
0 0 e+a 2¢ |’
0 0 0 0

y una solucién del sistema (1.7) es (a? — €%, —2b(e + a),2c(e — a),e? — a?) re-
cuerde que este es un vector en My, (C) es decir que se puede ver como matriz

< a? — e2 —2()(64—0&)). (1.10)

2c(e—a) e*—a?

Sie+ a = 0entonces e = —a = —v/e? 4 4bc por lo tanto 4bc = 0, se sigue que
b=0o0c=0.

Si b = 0 la matriz (1.9) queda

Q 0 0 « Qo 0 0 «
0O e—a 0 O ~ 0 e—a 0 0
0 0 0 2c Fyt—2¢p, 0 0 0 0
0 0 0 —a ’ 0 0 0 —a

una solucién del sistema (1.7) es (0,0, 1,0) visto como matriz

0 0
( 10 ) (1.11)



Caso 1.2.2 Si ¢ = 0 la matriz ((1.9) queda

Caso 2

Caso 2.1

Caso 2.2

oo OoOR
o
o
o

0 -b —«a
una solucién del sistema (1.7) es (=b(e —d),—2b* a(a —€),b(e — «)) matri-

cialmente se ve
—b(e—d) —2b?
ble—a) )°

ala—e)
Sie—a = 0 entonces e+ a # 0, también e = a = v/e2 + 4bc por lo tanto 4bc = 0,
se sigue que b =00 c = 0.

Si b = 0 la matriz (1.8) queda

(1.12)

—a 0 0 -«
0 0 0 0
0 0 e+a 2c
0 ¢ 0 —

Una solucion del sistema (1.7) es

(—cle+a),a(e+a),—2¢% cle+a))

o
—c(e+a) ale+a)
( —2¢2 cle+a) ) ' (1.13)
Si ¢ = 0 la matriz (1.8) queda
—a 0 0 —Q —a 0 0 -«
0 0 O 2b ~ 0 0 0 2b
0 0 et+a O Fit=—t_Fy 0 0 e+a O
0 0 —-b —« 0 0 0 -«
—a 0 0 0
= 00 0 0
0 0 et+a O
PR\ 0 0 0 —a
Una solucion del sistema (1.7) es (0,1,0,0) o
0 1
(0. a1



Note que la solucion (1.11) es un multiplo de (1.12) cuando b = 0 y pasa lo mismo para
(1.14) y (1.13) respectivamente cuando ¢ = 0.

Ahora si, tenemos el vector caracteristico de .

Sie—a#0ye+ a#0 entonces el vector caracteristico de « es
Sie—a # 0ye+ a=0 entonces el vector caracteristico de « es ((1.12))
Si e — a = 0 entonces el vector caracteristico de « es ((1.13))

Andlogamente para § = —v/e? + 4bc = —a tenemos las mismas posibilidades pero en lu-
gar de o ponemos [.

Lo anterior fue para cuando v/e2 + 4bc # 0.

Ahora, si \/(a — d)* + 4bc = v/e® + 4bc = 0.

Ademads supongamos que A es matriz escalar o A es la matriz cero 0,0 € Moyo(C) enton-
ces cualquier vector puede ser vector caracteristico, ya que cualquier matriz conmuta con la
matriz escalar o con la matriz cero, es decir cualquier matriz de M,,»(C) es vector caracte-
ristico.

Pero si A no fuera matriz escalar ni la matriz cero en My, »(C), note que (a — d)* = —4bc
entonces ¢ # 0 0 b # 0, ya que si b = ¢ = 0 A seria matriz escalar o matriz cero.

Supongamos que ¢ # 0 asi
10 0 —b
r(o0)=(c7)

por lo tanto el rango de 7" es al menos 1, se sigue que el espacio propio de 0 no puede ser de
dimensioén 4.

Usando un argumento similar para b # 0 se tiene la misma conclusién. Por lo tanto A no
es diagonalizable

Recapitulando.

Si ve? 4 4bc # 0 entonces T es diagonalizable.

Si Ve 4+ 4bc = 0y A es matriz escalar o A es la matriz cero en Ms,»(C) entonces T es
diagonalizable.

De otra forma 7' no es diagonalizable.



1.2. Transformaciones lineales en espacios con producto interno
1.2.1. Transformacion adjunta y matriz adjunta
Problema 3. Consideremos el espacio M,,.,(R) con producto interno

(X,Y) = tr (X'Y).

Para cualquier matriz fija A € M,,x,(R) definamos la transformacién M, € L (M «,(R))
por la regla de correspondencia
My (X) = AX.

Encuentre la transformacién (M,)*

Solucion. Recordemos que la adjunta de una transformacion lineal 7', en un espacio vectorial
con producto interno V/, es otra transformacidn lineal 7% en V tal que (7" (x) ,y) = (x,T* (v))
paratodazeyenV.

Asi basta con ver

(M4 (X),Y) = (AXY) = tr (AX)'Y) = tr (X' (A'Y)) = (X, A'Y) ¥V XY € Mpun(R)

porlo lo tanto (M4)* = M :.
[

Problema 4. Consideremos el espacio M,,«,,(C) con producto interno
(X,)Y) =tr (XY).

Para cualquier matriz fija A € M,,«,,(C) definamos la transformacién lineal M4 € L (M,,x»(R))
por la regla de correspondencia
MA = AX.

Encontrar la tranformacion (M )"
Solucion. Analogamente al problema anterior, basta con notar
(Ma(X),Y)=(AX,Y) =tr (AX)"Y) =tr (X" (A*Y)) = (X, AY) V X,V € M,;»,(C)

porlo lo tanto (M4)" = M-
[l



Problema 5. Sea A € M,,,,(C). Denotemos por co, c1,..., ¢n_1, ¢, = 1 a los coeficientes del
polinomio caracteristico de A:

CA ()\) =y + Cl)\ + ...+ Cnfl)\nil -+ A"
Calcule los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz A*.

Solucion. Recordemos que un polinomio monico esta totalmente determinado por sus raices,
y que las raices del polinomio caracteristico son valores propios, por lo tanto

Ca) =T =)

i=1

donde \; son los valores propios de A. B

Por otro lado sabemos que si A; es un valor propio de A, entonces \; es valor propio de
A*.

Tenemos que

pero

Ca(N) =cotaht...denih  +N =G+TA+ ... + G A+ A

asi el polinomio caracteristico de A* es

Cae(N) =@+ TN+ ..+ G A A"



1.2.2. Operadores y matrices autoadjuntos

Problema 6 (Conmutador de operadores autoadjuntos). Sea V' un espacio euclidiano o unita-
rioy sean S, T € L (V) transformaciones autoadjuntas. Demuestre que su conmutador ST —T'S
tiene forma iU, donde U es una transformacion autoadjunta. En otras palabras, demuestre que
la transformacién 1 (ST — T'S) es autoadjunta.

Solucién. Basta con ver quien es la adjunta de 1 (ST — T'S)

—1

1 1 1 1
y como S y T son autoadjuntos, es decir 7' = T* y S = S*, tenemos la igualdad requerida
1 |
(; (ST — TS)) == (ST —-T5).

[]

Problema 7. Dé un ejemplo de una matriz A € Mayo(C) tal que A no sea autoadjunta y A?
sea autoadjunta.

1

Solucion. Sea A = ( 0 _11 ) es claro que no es autoadjunta y A? = ( 10 ) si es autoad-

0 1
junta.
O

Problema 8. Sea A € M,,,(C), A = A*. Demuestre que I + iA es invertible.

Solucion. Supongamos que no es invertible, es decir existe un vector x tal que
(I+iA)z=0

entonces 1
Ar = —x
7

por lo tanto ‘71 es un valor propio de A.
Pero como A es autoadjunta todos sus valores propios son nimeros reales, lo cual es una

contradiccion, ya que *71 no es real.
0

10



1.2.3. Transformaciones y matrices normales

Problema 9. Dé un ejemplo de una matriz A € My,>(C) que sea normal pero no sea diagonal
ni autoadjunta.

Solucién. Sea A = ( 1 i ) entonces A* = ( 1. ! ) es claro que no es autoadjunta ni

—7 1
L (1
ar = (5 1)(
ademas )

diagonal, y

)
cas (20D =(28)

por lo tanto A es normal.
O

Problema 10. Dé un ejemplo de una matriz A € Myy»(C) tal que A no sea normal y A? sea
normal.

1
0
Veamos que A no es normal

Solucion. Sea A = ( _11 ) entones A? = ( (1) ? ) que si es normal.

wa= (10 (6 )=(1s)

por lo tanto A no es norma.

11



Problema 11. Sea V' un espacio unitario y con dimension finita, sea T' € L (V') una transfor-
macion normal. Demuestre que para todo ke {1, 2, ...}

ker (T*) = ker (T).

Solucién. Es claro que ker (T') C ker (T*).

Ahora sea z€ker (T*).

Como V es unitario y de dimensién finita, y ademds 7" es normal entonces existe una base
B ={zy, xo,...,z,} ortonormal formada de vectores propios de 7.

n
Asi podemos escribir a x = > a,x; y tenemos
i=1

0=TF (z) = T" (zn: aixi) = zn: a;T" (z;)

i=1

, como los z; son vectores propios de T entonces T% (x;) = \Fz;, se sigue

n
E : k

0= ai>\i €T;
=1

entonces a;\; = 0 para toda i, si \; # 0 entonces a; = 0, es decir los unicos a; libres son los
que pertenecen a los valores propios que son cero por lo tanto x estd en el ker (7).
O

Problema 12. Sea V' un espacio unitario, sea T' € L (V') una transformacién normal y nilpo-
tente. Lo ultimo significa que T* = 0 para algtin k. Demuestre que T = 0.

Solucion. Por el problema anterior
V = ker (0) = ker (T*) = ker (T)

por lo tanto 7" = 0.

12



Problema 13. Sea V un espacio unitario, sea T € L (V) una transformacion normal y sea
f € P (C) un polinomio. Demuestre que la transformacién f (T') es normal.

Solucién. Nota 1. Sean T, SeL (V) , sabemos que (7'S)" = S*T™* entonces (7")" = (T™*)".
Nota 2. Sea (3 base de V' y a un escalar, recordemos que al [T, = [T]; al entonces aT' = Ta.

Nota 3. Como 7'T* = T*T entonces T (T*)™ (T*)m ",

Escribamos a f (z) = Zalzr; asi f(T) = ZaZT’ (f(T))" = Y@ (T")" por la nota 1
tenemos = =

n

(f (D)) = @m(T)".
i=0
Ahora multilpiquemos

f(T) ZZGZ TG (T*)
=0 7=0
por nota 2
£ (f (D) = a; @ T (T7)
i=0 j=0

y por la nota 3

FI) (1) = ZZ%MT* T@J—zza— (T*Y ayT"

= > @I Y aT = (T £ (D)

por lo tanto f (7') es normal.
[]

Problema 14 (vectores propios de una transformacién normal asociados a diferentes valores
propios son ortogonales entre si). Sea V un espacio unitario, sea T € L (V') una transformacion
normal, sean u, v € V tales que T (u) = Au, T (v) = pv, A\ # p. Demuestre que u L v.

Solucion. Basta con notar que
Au, v) = (ha, v) = (T (u), v) = (u, T* (v)) = {u, iv) = plu, v)
entonces

(A=) (u, v) =0
como \ # p entonces (u, v) = 0, es decir u L v.

13



2. Sucesiones recurrentes

El concepto de sucesion recurrente es una amplia generalizacion del concepto de progre-
sién aritmética o geométrica. También comprende como casos particulares las sucesiones de
cuadrados o cubos de los nimeros naturales, las sucesiones de las cifras de la descomposiciéon
decimal de los numeros racionales y, en general, todas las sucesiones periddicas. La teoria de
estas sucesiones es un capitulo de la disciplina matemadtica llamada Calculo de diferencias
finitas[2]].

Escribiremos las sucesiones en la forma

Uy, U, U3y ..., Up,... (2.1)

o brevemente {u, }. Si existe un numero natural £ y unos nameros ay, as, as, ..., a; (reales
o complejos) tales que desde un cierto nimero n y para todos los nimeros siguientes se tiene

Upak = O Upgp—1 + AUpyp—o + ... +apu, Vn =1 (2.2)

la sucesién (2.1)) se llama sucesion recurrente de orden k y la relacién (2.2)), ecuacion recurrente
de orden k.

Por lo tanto, lo que caracteriza la sucesion recurrente es que todo término suyo (desde el
k-ésimo) se expresa con la misma combinacion lineal de los k elementos anteriores. La pala-
bra «recurrente» se emplea aqui precisamente porque para determinar el término posterior
hay que recurrir a los anteriores. Veamos algunos ejemplos de sucesiones recurrentes.

Ejemplo 1. Progresién geométrica. Consideremos la progresién geometrica

n—1
Uy =a, Us=aq, U3=aq..., U, =aq" ...,

en este caso la ecuacion (2.2) da
Up—1 = qUp.

Aqui £ = 1y a; = q. O sea, la progresidon geométrica es una sucesion recurrente de primer
orden.
0

Ejemplo 2. Progresion aritmética. En el caso de una progresién aritmética
w=a uy=a+d, uz=a+2d,..., u,=a+(n-—1)d,...

tenemos
Upt1 = Up + d7

o sea, una relaciéon que no tiene el aspecto de la ecuacion (2.2]). Pero considerando dos
relaciones correspondientes a dos valores sucesivos de n

Up+2 = Un+1 + d Y Upt1 = uUn + d;

14



y restandolas miembro a miembro, obtenemos

Up+2 — Up+1 = Up+1 — Up,
es decir,
Upt2 = 2Upy1 — Up,

que es una ecuacion de tipo (2.2).Aqui £ = 2, a; = 2y ap = —1. Por lo tanto, la progresién
aritmética es una sucesifion recurrente de segundo orden.

O]
Ejemplo 3. Consideremos la sucesion de Fibonacci
Up42 = Upt1 + Un.
Tomando u; = 0y us = 1, obtenemos
ug =1, us =2, us =3, ug =95, uy =8, ...
Por definicién la sucesion de Fibonacci es una sucesion recurrente de segundo orden.
O

Ejemplo 4. Para el ejemplo siguiente tomemos la sucesiéon de los cuadrados de los nimeros
naturales
_ 12 _ 92 _ 92 2
uy =1, wupy =2, wuz3=3%,..., u,=n",... (2.3)

Aqui u, 1 = (n+1)? = n* + 2n + 1y, por lo tanto,
Upi1 = Up +2n + 1. 2.4)
Aumentando n en uno, obtenemos
Upio = Upy1 + 20 + 3. (2.5)
Por consiguiente, restando de (2.5), encontramos
Upto — Upil = Upa1 — Up + 2

0 sea,
Upyo = 2Upi1 — Uy + 2. (2.6)

Aumentando n en uno en la igualdad (2.6), tenemos

Unp43 = 2un+2 — Upt1 + 27 (27)

de donde, restando (2.6) de (2.7)

Up4+3 — Uny2 = 2un—|—2 - 3un+1 + Un,

15



es decir,
Up43 = 3un+2 - 3un+1 + Up.

Hemos obtenido una ecuacion recurrente de tercer orden. Por lo tanto, la sucesién (2.3) es
una sucesion recurrente de tercer orden.

O

Andlogamente se puede probar que la sucesiéon de los cubos de los nimeros naturales

13,23 33 ..., ... es una sucesion recurrente de de cuarto orden. Sus términos verifican la
ecuaciéon

Uptqa = Upys — OUpro + dUpiy — Uy

{Podremos encontrar una funcién para los elementos de una sucesion recurrente de orden k
mas directa, es decir sin recurrir a la recursividad?. A continuacion se responde esta pregunta
para sucesiones recurrentes de segundo orden.

Sean ay, a; numeros reales o complejos y sea {u,} una sucesion recurrente de segundo
orden tal que

Upio = A Upi1 + Aoly,. (2.8)

Ahora sea
Un = Un—1 Vnzl}’Ul:Q

note que u,, = v,1, entonces (2.8)) puede verse como

Upt2 = A1lni1 + A2Un 1. (2.9)
Y por otro lado
Un+42 = Un+1- (210)
Ahora (2.9) y (2.10) se ven
Upt2 = A1 Upy1r + G2 Upga,
Uny2 = 1 Upt1 + 0 Un+1,

y matricialmente queda
Up+2 - a; G2 Un+1
(Un+2>_(1 0)<Un+1) vn
(“”+1>:(“1 “2)(“"> VYn > 2. (2.11)
’l}n+1 1 0 Un,
Ahora usando (2.11) demostraré que

Uy, ar a; \" [ u
(Un):(ll 02> (é) Vn > 3. (2.12)
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Procederé por induccion sobre n = 3.

Para n = 3 se sigue de tomando an = 2.

Hipdtesis de induccién supongamos que (2.12) se cumple para algtin n = 3 demostraré
que se cumple para n + 1, es claro ya que

Un+1 . a; G2 Un,
Un—i—l o 1 O Un ’

y por hipdtesis de induccion tenemos

n—2 (n+1)—2
Un+1 _ a; ag a; Qg U2 _ a1 G2 Ug
o) =(r (e e) (m)-(vs) ()

Por lo tanto (2.12) se cumple y ademds nos da una forma de calcular u,, que sélo depende
de n. Aunque multiplicar una matriz n — 2 veces puede ser tedioso, por eso usaré algebra
lineal para hacer esto mas simple.

Sea A € My, (C), sabemos que si A es diagonalizable entonces existe P € Mayy»(C)
invertible y D € My,»(C) diagonal tal que A = PDP~!. En este caso

A" = pD"P (2.13)

Y ademds como D es diagonal es muy facil calcular D", en particular si
(M0
p=(% )

n_ (A0
= (0% )

ap Qs
()
es diagonalizable.

Pero si no es asi, sabemos que si el polinomio caracteristico de una matriz se puede des-
componer en factores de grado uno, esta matriz tiene una forma candnica de Jordan[3]]. Y
como esto siempre lo podemos hacer si trabajamos en el campo de los complejos, entonces
para cualquier matriz tenemos una forma candnica de Jordan .

En particular si la matriz

a; as
(%)

no es diagonalizable sabemos que existe P € Moy,»(C) invertible y J € Mo,,(C) matriz
con bloques de Jordan tal que A = PJP~!. Andlogamente que en el caso de que A fuera
diagonaizable es facil ver que A" = PJ"P~!.

tendremos que

Bueno esto sirve si la matriz

17



Sélo resta calcular J".
Como J es una matriz con bloques de jordan de tamafio dos por dos existe A numero

complejo tal que
Al
(1),

" A" p Al
J —( 0 \n ) Vn e N. (2.14)

Por demostrar que

Procederé por induccién.
Para n = 1 es claro ya que

(M LY (A W
“Lloa)" Lo a )

Hipdtesis de induccion: supongamos que existe neN tal que
" A" p Al
r= (5 %)

T =,

veré si se cumple paran + 1

y por hipdtesis de induccion ,

gl _ A" p AL AT AT AT At LA (1) A
Lo 0 X ) 0 Al N 0 Al ’
por lo tanto se cumple para n + 1. Asi queda demostrada.
Por lo tanto si A no es diagonoalizable

n n—1
A" =P ( AO ”AXL ) P (2.15)

De esta forma si tengo una sucesion recurrente de segundo orden {u, }, podré encontrar una
funcién f : N — C tal que f(n) = u,.

Ejemplo. La sucesion de Fibonacci {u,} tiene como ecuacién recurrente de segundo orden
Unt2 = U1 + Uy, ¥ 1a ecuacién (2.12) queda

n—2
U 11 1
n = >
(n)=(is) (o) oz
Ademas note que
(11):i<1+2\/5 12\/5)<1+2510\/5><1 11;\/;)
— + 9
1.0 YEANE 1 0 == -1 ==
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y (2.13) queda

11
10

por lo tanto

v

1

G
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3. Matrices de Toeplitz

En el dlgebra lineal, una matriz de Toeplitz, denominada asi en honor a Otto Toeplitz, es
una matriz cuadrada con todas sus diagonales de izquierda a derecha paralelas numérica-
mente. Una matriz de Toeplitz presenta la siguiente estructura:

a b ¢ d k
f a b ¢ d
g f a b c
h g f a b
J h g [ a

Estrictamente 7" € M,,»,(C) es matriz de Toeplitz si T = (aij)zjzl se tiene que a;; =
Ajt1,541-

SiT = (aij)zjzl es matriz de toeplitz y ademas ag; = a,o =0 Viz22yapap1 #0aT
le llamaremos matriz de toeplitz tridiagonal y se ve

a b 0 0
c a

T_ 0 ¢
: b 0
: . cC a b
0 --- -+ 0 c

Solo trabajé con matrices de Toeplitz tridiagonales.

3.1. Determinante de una matriz de Toeplitz tridiagonal

Sea T,, € M,,«x,(C) una matriz de Toeplitz tridiagonal

a b 0 0
c a b

T, — 0 ¢
: b 0
: .oC a b
0 -+ --- 0 c

Denotemos como D,, al determinante de 7,,, procedamos a calcular el determinante por

20



medio de los cofacotores empezando por la primera fila

c b
0 a
0 ¢ b
D, = adet — bdet
~— 0
n—1 ~ ~
n—1

note que la primera matriz es idéntica a 7,,, pero con menor tamafio, asi que la denotaremos
como 7,_; y a su determinante como D,,_1, para el determinante de la segunda matriz vol-
vemos a proceder por cofactores, pero ahora por la primera columna ya que es la que mas
ceros tiene obteniendo

a b 0 0
c a b
D, = aD,_; — bedet O A
R S S
c b
0 0 c a
n‘—,2

y hemos encontrado una formula para el determinante de 7,

D, =aD,_1 — bcD,,_5 Vn=3

O~

Dn+2 - CI/Dn+1 - bch VTL Z 1 (3.1)

Tomando a D; = a'y Dy = a® — bc, ademds tomemos la convencién Dy = 1.
Antes de continuar dos pequefios ejemplos.

Ejemplo 1. Si a = 0, note que (3.1) se veria D,,.» = —bcD,, no es dificil ver que

D 0 Sin es impar
") (=be)f sin =2k
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Ejemplo 2. Ahorasi0 # a =0b=c, (3.1) se ve

Dn+2 - aDn+1 - G2Dn (3.2)
entonces
Dn+3 = aDn+2 - a2Dn+1 (33)
substituyendo (3.2) en (3.3)
Dn+3 = _a3Dn
se sigue facilmente que
(—a®*  sim =3k
D,, = a(—ag)k sim=3k+1
0 sim=3k+2

O

La formula (3.1) es una sucesion recurrente de segundo orden que se vio en la Seccidén |2y
se vio como solucionar este tipo de sucesiones.

La ecuacidén (2.12) queda
D a —be\"? D,
no) _ >
(o)=(00) (%) e
Dy \ a? — be [ a —bc a
vy ) a L1 0 1)

Esto nos va a servir para facilitar los calculos; ahora tenemos la ecuacion

(T)-() (1) e

Note que

Sea
a —be
NEES "
y como bc # 0 esta matriz es igual a la que se estudia en el Problema 1 de la Seccién [1.1
ahi se vio que x = 4tva —2x¢ V“;_‘“’C yy = =va = V‘l;““’c son las raices del polinomio caracteristico de A,

ademas estas raices no pueden ser cero.
Si A es diagonalizable, la ecuacién ((1.2)) se ve

() DG )
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y (2.13) queda
a —be\" B 1 x
L0 Ve —4be \ 1

1 1
a++Va?—4bc nt a—+a?—4bc nt
ot yn—l-l s -\

D, = - V>3 3.5
va? — 4be va? — 4be - (3.5)

Ahora si A no es diagonalizable, recuerde que a? = 4bc y la ecuacién (1.2)) se ve
fa =bc) (351

(1))l

An = (

Dy = (n+1) (g)n:(n—l—l)x" Vn> 3. (3.6)

Observe que ((3.5) se puede escribir como

_
~
A
o ¥
< o
~
A~
I =
—_
5 |
<
~

por lo tanto

Nl
vl
N
7 N
i)
|
(C]1S)
N——

y (2.15) queda

— ol
O =
N——
N\
—
NI
ol
3

3
—~
SIS
N—
i
—
N—
VR
i)
|

N

N~

por lo tanto

D, = - (" + 2"ty + -+ y")

\/(a— A)? — dbe

peroz —y = \/(a — \)? — 4bc entonces otra forma de escribir (3.5) es

D,=a2"+2" 'y +- +y" (3.7)

en particular si z = y la ecuacién es igual a por lo tanto la ecuacién (3.7) no
depende de que A sea o no diagonalizable.

Antes de calcular los valores propios de una matriz de Toeplitz tridiagonal voy a recordar
las raices n-ésimas de la unidad, las cuales me van a servir para calcular estos valores propios.
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3.1.1. Raices n-ésimas de la unidad

Las raices n-ésimas de la unidad son todos los nimeros complejos que resultan 1 cuando
son elevados a una potencia dada n. Se puede demostrar que estan localizados en el circulo
unitario del plano complejo y que en ese plano forman los vértices de un poligono regular de
n lados con un vértice sobre 1.

’ . . n . j2mk

Sea n € N, entonces las raices del polinomio 2" = 1 en los complejos son ¢'» con

k=0,1,2,...,n—1.

Ejemplo. Sea a € Cy a # 0, calcular las raices del polinomio

P(r)=a2"+az" ' +a’s" 2+ +a" o +a" (3.8)

note que P (z) = () ((f)n + (%)"71 44 1) por lo tanto solo falta calcular las raices del
polinomio @ (y) = y" +y" ' +---+ 1 donde y = £.
Recuerde que y" ' —1 = (y — 1) (y" + y" ' + - -- + 1) por lo tanto las raices de Q () son e'#F1

. ; 2k
conk =1, 2,..., n, entonces las raices de P (z) son ae'»+1 conk =1, 2,..., n.
L]

3.2. Valores propios de una matriz de Toeplitz tridiagonal

Sea T,, como en la Seccién [3.1| queremos enconrar su polinomio caracteristico es decir el
determinante de T,, — \I,, que por (3.7) sabemos que

Dn:xn_’_xn—ly_’_'”_’_yn

2 2
donde z = “2* (‘;_A) b vy = 92NV e o 1a Seccidn [3.1] vimos que 7 y y no son

2
cero por lo tando

P(x) = (%)n+<§)nl+~--+1

, como se vio en la Seccion las raices de P (x) son ye'»+t con k = 1,2,...,n, es decir

a-At\fla- N —dbe  [a—A—y/la—N?—dbc\ ..
2 N 2

61 n+1
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Ahora solo falta despejar a A, de lo anterior se sigue
V(@ =2 = b (14+55) = (@=x (e 1)
o 2 . om 2
((a — )\)2 — 4bc) (1 + e’ZTkl> = (a— )\)2 (é% — 1)

ik ) 2 i 21k 2 2 j2mk | 2
<1+en+1) —(enﬂ—l) (a—AN)°" = 4bc<1—|—en+1)

- 21k

SN
4e'nH (a — \)® = dbe (1 + ezifkl>

b . 2m
a— XA = + Ti,ﬂ(l%—el%)

e'nt1
Por lo tanto

A = j:\/%e_in%cl (1 + eii%i) +a

- 2k

A= :I:@(e‘in%vLe’m)—l—a

A = i2\/%cos( mk )—i—a

n+1

Recuerde que k£ = 1,2,...,n asi parece que tenemos 2n valores propios lo cual no es
posible. Note que

( mk ) ( ik ) (W(n—l—l—k))
— CoS =cos |7 — =cos| ———=
n+1 n+1 n+1

Es decir si tomamos la raiz como negativa el k-ésimo valor va a ser igual al (n + 1 — k)-
ésimo valor cuando tomemos la raiz positiva.

Se sigue que la matriz de Toeplitz tridiagonal tiene n valores propios todos distintos y por
tanto es diagonalizable.
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4. Tareas individuales

4.1. Lenguaje de programacion Python

Python es un lenguaje de programacion creado por Guido van Rossum a principios de los
afios 90. Se trata de un lenguaje interpretado o de script, con tipado dindmico, fuertemente
tipado, multiplataforma y orientado a objetos.

Aprendi los siguientes temas de este leguaje[?]: “Tipos bdsicos”, “Colecciones”, “Control de
flujo”, “funcidnes”, “Orientacion a objetos”, “Revistando objetos” y “Programacion funcidnal”.

J

4.2. Programas del lenguaje Python

Realice unos programas en el lenguaje de programacién Python que a partir de un pro-
blema base genera problemas aleatorios, es decir si tenemos un problema con ciertos valores
numéricos este programa genera el mismo problema pero con diferentes valores numéricos,
ademads de dar la solucion para que sea mas facil calificar dichos problemas.

Cabe mensionar que estudié el archivo matrix.py que realizo mi prestatario el Dr. Egor
Maximenko que consta de 679 lineas y alrededor de 60 funciones. Este archivo implementa
matrices como una clase en Python para las cuales se tiene de diferentes funcidones que ayu-
dan a calcular la inversa de una matriz, operaciones con matrices, calculo de determinantes
por diferentes métodos, generacién de matrices de forma aleatoria, etc.

En este archivo agregue las siguientes funciones.

fillrandDiagonal Hace que la matriz sea diagonal con nimeros enteros aleatorios que estan
entre dos numeros sin tomar al cero, ademas uno puede pedirle a esta funcién que
repita algunos valores.

def fillrandDiagonal3 (self, repeated ,maxvalue, randgen) :
self.setidentity ()

n = self. n if self._n<self. m else self. m
repeated = repeated + (1,)
maxvalue = maxvalue if maxvalue > (n/2+1) else n
valores = range (l,maxvalue + 1) + range(-maxvalue, 0)
D = []
while (len (D)<n):

7 = randgen.randint (0, len(valores)-1)

D = D + [valores[]j]]*repeated[0]
repeated = repeated[l:] if len(repeated)>1 else (1,)
valores = valores|[:]j] + valores[j+1:]

D.sort ()

self.setdiag (D)
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baseKernel Esta funcion ve a una matriz como transformacion lineal y calcula una base para
el kernel de dicha transformacion.

def baseKernel (self):

2 """da listas de listas de la base del kernel """
copia = self.copy()

4 copia.rowreduce ()
base = []

6 "n"nhocaso trivial"""

for 7 in xrange(copia._n):

8 i =20

while (i<copia._m):

10 if copia._entries[i][3j] !'= O:
break

12 i +=1

if i == copia._m

14 a = Vector(self._n)
a._entries[j] =1

16 base.append (a)

n =20

18 while (n<copia._n):

if copia._entries[0] [n] != O0:
20 break

n +=1

22 n = copia._.n — n — 1

J =self. . n -1

2 while (n>0) :

v = Vector(self._n)

26 vijl] =1

if not (v in base)
28 for k in xrange (copia._m)

for i in xrange(copia._n)
30 if copia._entries[k][i] !'= 0
v[i] = v[i]-(vxcopialk])
32 break
if set(v._entries) !'= set([0]):

34 base.append (v)

J -—=1
36 n—=1

return base
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vectoresPropios Regresa los vectores propios de una matriz para hacer esto utiliza la funcién
“baseKernel”.

def vectoresPropios(self,ValP):
"""solo sirve si _m es igual a _n"""

I = Matrix(self. m,self._n)

I.setidentity ()

w = []

v = Matrix(self. m,1)

aux = self.copy()

for i in range(len(ValP)):
w += (aux - Fraction(ValP[i])*I) .baseKernel ()

return w

conmutador Esta funcion llena una matriz cuadrada dos por dos con niimeros enteros de
tal forma que la Seccién ?? no sea tan dificil de hacer, es decir que (1.6) sea un numero
entero no muy grande o a lo mds raiz de 2 y claro diferente de cero.

def conmutador (self, randgen) :

a= (2,4,9,16,25,49,64,81,100,121,144,169)
if(self. n<2 or self. m<2):

return
while (1) :

self.fillrandint (=10, 10, randgen)
for k in range(1l2):
if((self. entries[l][1l]—-self. _entries[0]]
+4+self. _entries[1l][0]+*self. _entries[0][1
return al[k]*+x0.5

0]) *2
J==alk]):
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JordanMatrix Esta funcidn regresa una matriz de tantos bloques de Jordan como uno quiera
y con los valores propios que uno quiera.

def JordanMatrix (blocks,values) :
N =0
for k in range (len(blocks)):
for i in range(len(blocks[k])):
N += blocks[k][1]

R = Matrix (N, N)
n =20
while (n<N) :
block = blocks.pop()
val = values.pop()
while (len(block)) :
tam = block.pop /()
while (True) :

R[n,n] = wval

n +=1

tam —= 1

if(tam): R[n-1,n] =1

else: break
return R
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También hice un programa que cuenta cuantas matrices en Msj,3(Q) que puedo generar
son “buenas”. Estas matrices las voy a generar usando 97 matrices invertibles Ue M3.3(7Z),
que saqué de un archivo que me paso mi prestatario y otras 10 matrices De M3.3(Z), que
obtuve usando la funcién fillrandDiagonal, las matrices que consideré fueron UDU!. Una
matriz buena es cuando tiene a lo mas un cero en alguna de sus entradas, el menor numero
en sus entradas es mayor a -25 y el mayor es menor a 25.

import random from texout
import x from matrix
import x import pickle

randgen = random.Random ()

fgm = open("goodmatrices31.txt", "rt")
goodmatrices = pickle.load(fgm) fgm.close()
AUX = [] E = set()

while (len (E)<10) :
D = Matrix (3, 3)
D.fillrandDiagonal3((1,),5, randgen)
E.add (D)

A =[]

print "cantidad de matrices”

print len (goodmatrices)

while (len (E)>0) :

D = E.pop ()
fgm = open("goodmatrices31.txt", "rt")
goodmatrices = pickle.load (fgm)

fgm.close ()
for 1 in xrange(len(goodmatrices)):
(U,Uin) = goodmatrices.pop ()
C = UxDxUin
aux = [entry for entry in C._all_entries()]
maxval = max (aux)
minval = min (aux)
if (C.countzeros()<2 and maxval<25 and minval>-25)
A.append (C)

B = set (A)
print "de las cuales " 4+ str(len(B)) + " SON BUENAS"
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Ademas hice un programa que a partir de la funcién conmutador genera un archivo pdf
donde biene el operador conmutador en Ms,5(C) que se vio en la Seccién pero con

nuemoros enteros conocidos.

from __ future__ import print_function
from exercisescreator import =

from matrix import =

import pickle

class TestGoodMatricesCreator (ExercisesCreator) :

title = "Valores propios operador conmutador"
skills = ["Valores propios"]
task = "Sea SA\\in M _{2x2} (\\bC)S$ y definimos a T:"+\

"SM_{2x2} (\\bC) \\rightarrow M {2x2} (\\bC)S$ el operador"+\
"lineal definido como T (X) = XAS-SAX para todo X"+\

"S\in M _{2x2}S."+\

"Resolver los siguientes incisos."+\
"\\begin{enumerate}"+\

"\item Hallar la matriz de T respecto a la base'"+\
"$\\left \\{E_1 = {#E1#},E_2 = {#E2#}, "+\

"E_3 = {(#E3#},E_4 = {#E4#}\\right \\}$."+\

"\\item Encuentre los valores propios de T en terminos"+\
"de A."+\

"\item Dé los vectores propios de T."+\
"\\end{enumerate} "+\

"\\[A={#A#}.\\]"

answer = "\\begin{enumerate}\item \\[T={#T#}.\\]"+\
"\\item \\[R={#R#}.\\] \ "+\

"\item Los vectores propios de T.\end{enumerate}"+\

"\\ [{#VecPl#}, {(#VecP2#}, {(#VecP3#}, {#A#}.\\]"

def TryToCreateExercise(self):

ed = ExerciseData/()
ed.A = Matrix(2,2)
ed.R = ed.A.mio(self.randgen)
ed.El = Matrix (2, 2)

(

ed.E2 = Matrix (2, 2)

ed.E3 = Matrix (2, 2)
(2

ed.E4 = Matrix 2)
ed.E1[0,0] =1
ed.E2[0,1] =1
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41

45

47

51

57

61

ed.E3[1,0] = 1
ed.E4[1,1] = 1

ed.T = Matrix(4,4)

ed.T[0,1] = ed.A[1,0]
ed.T[0,2] = —-ed.A[0,1]
ed.T[1,0] = ed.A[0,1]
ed.T[1,1] = ed.A[1,1] - ed.A[0,0]
ed.T[l 3] = —ed.A[0,1]
ed.T[2,0] = —-ed.A[1,0]
ed.T[2,2] = ed.A[0,0]-ed.A[1,1]
ed.T[2,3] = ed.A[1,0]
ed.T[3,1] = -ed.A[1,0]
ed.T[3 2] = ed.A[0,1]
VecP = ed.T.vectoresPropios (ed.R)
ed.VecPl = VecP[0][0]xed.E1l + VecP[0][1l]*xed.E2
+ VecP[0] [2]*ed.E3 + VecP[0][3]*ed.E4
ed.VecP2 = VecP[1l][0]*ed.E1l + VecP[1l][1l]*ed.E2
+ VecP[1l][2]*ed.E3 + VecP[1l][3]+*ed.E4
ed.VecP3 = VecP[2] [0]*xed.E1l + VecP[2][1l]*ed.E2
+ VecP[2] [2]*ed.E3 + VecP[2] [3]*ed.E4
return [ed.A.countzeros ()==0, ed]
TestGoodMatricesCreator (todo = "all’”,
s)filename = "Task OperadorConmutador"”, nexercises = 10)

A continuacién pongo un ejemplo de tareas individuales que se generaron con ayuda de estds
funciones.
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Una variante de la tarea indivudual del tema
“Valores y vectores propios”

Esta tarea vale 24 % de la calificacién parcial.

Ejercicio 1. 3%.
Muestre que la matriz A es diagonalizable y calcule la matriz exponencial exp(A).
Plan:

I. Calcule los valores propios. Para cada uno de los valores propios construya una base
del subespacio propio correspondiente.

II. Construya una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~'AP = D.
Haga la comprobacién de la iltima igualdad.

5 3
A= ( ~10 —6 ) ‘
Ejercicio 2. 3%.

Calcule f(A) usando el teorema de Cayley—Hamilton. Instrucciones:

III. Calcule la matriz exp(A).

I. Calcule el polinomio caracteristico de la matriz A y compruebe que para la matriz
A se cumple el teorema de Cayley—Hamilton.

II. Encuentre un polinomio g de grado < 2 tal que g(A) = f(A). Calcule g(A).

III. Para comprobar la respuesta calcule f(A) directamente.

A:(g _?), f(z) =2 + 22° — 92 — 23.

Ejercicio 3. 2%.
Haga la comprobacion del teorema de mapeo espectral para la matriz A y el polinomio

f:
I. Calcule el espectro Sp(A) de la matriz A y el conjunto f(Sp(A)).

II. Calcule la matriz f(A) y su espectro Sp(f(A)).

A=(:2 ;) flx) =2 -z +3.

A



Ejercicio 4. 4 %.
Calcule los valores y vectores propios de la matriz A. Plan:

I. Calcule el polinomio caracteristico y el espectro de la matriz A.

II. Para cada uno de los valores propios de A calcule una base del subespacio propio
correspondiente.

ITI. Determine si A es diagonalizable. Haga la comprobacién para los vectores propios.

IV. Calcule el polinomio minimo p4 de la matriz A y haga la comprobacion puas(A) =

03.3.
5 —1 -5
A=|1 -5 5
3 -1 -3

Ejercicio 5. 4 %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segun el mismo plan.

-5 4 2
A=| -6 5 2
-3 2 2

Ejercicio 6. / %.
Haga el andlisis espectral de la matriz A segin el mismo plan.

-4 1 2
A= 2 =3 =2
-4 2 2

Ejercicio 7. 4 %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segin el mismo plan.

—6 6 4
A=\ -4 2 4
-6 3 6



Una variante de la tarea indivudual del tema
“Forma canonica de Jordan”

Nombre: Calificacién:

Esta tarea vale 18 % de la calificacién parcial.

Ejercicio 1. 2%.
Polinomio de una matriz de Jordan. Calcule f(A) de dos maneras diferentes:

I. Por definicién del polinomio de una matriz, es decir, como cierta combinacién lineal
de las potencias de A.

IT. Aplicando la formula para el polinomio de un bloque de Jordan.

-4 0 0 0000
0 —4 1 0000
0 0 —4 1000

A= 0O 0 0 —4000 |, f(z) = —2* — 22 + 22 + 2.
0O 0 0 0100
0O 0 0 0011
0 0 0 0001

Ejercicio 2. 4 %.
Muestre que la matriz A no es diagonalizable, calcule su forma candnica de Jordan y
la funcién exponencial f(t) = exp(tA). Plan:

I. Calcule los valores propios, los vectores propios y los vectores propios generalizados.

II. Construya una matriz de Jordan .J y una matriz invertible P tales que P~*AP = J.
Haga la comprobacion de la ultima igualdad.

III. Calcule la funcién f(t) := exp(tA).
IV. Haga las comprobaciones: f(0) = I, f'(t) = Aexp(tA).

().



Ejercicio 3. 4 %.

Calcule la forma candnica de Jordan J = JCF(A) de la matriz A y construya una
matriz invertible P tal que P~'AP = .J. Haga la comprobacién de la igualdad AP = P.J.
Escriba el polinomio minimo de A.

-3 =5 4
A= 1 3 -8
1 1 —6

Ejercicio 4. 4 %.
Haga la tarea del ejercicio anterior para la siguiente matriz A.

3 5 —6
A=\ 1 6 =5
1 4 -3

Ejercicio 5. 2%.
Calcule la forma candnica de Jordan y el polinomio minimo de la matriz A. Para
simplificar los céalculos esta dado el espectro de A.

7T —4 2 -1
5 —4 4 -1
5 —6 3 2

Ejercicio 6. 2%.
Calcule la forma candnica de Jordan y el polinomio minimo de la matriz A. Para

simplificar los céalculos esta dado el espectro de A.
2

, Sp(A) = {2}.

W o N
|
N
AN BEGIE

-1

1

-5 3
1



Referencias

[1] Raul Gonzdles Duque
Python para todos
http://mundogeek.net/tutorial-python/

[2] A.I. Markushevich
Sucesiones Recurrentes
Serie: Lecciones populares de matematicas
Editorial Mir. Moscu, 1974 (1981)
Coleccion Lecciones Populares de Matematicas
Traduccion al espafiol de Carlos Vega

[3] Stephen H. Friedberg
Algebra Lineal
Illinois State University
Primera edicién México 1982
Publicaciones Cultural S.A.

[4] BIRX
http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX

[5] Manual de BIpX
http://www.fceia.unr.edu.ar/lcc/cdrom/Instalaciones/LaTex/latex.html

[6] Sintaxis para la inclusién de férmulas matematicas en los foros.
http://rinconmatematico.com/instructivolatex/formulas.htm

37


http://mundogeek.net/tutorial-python/
http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX
http://www.fceia.unr.edu.ar/lcc/cdrom/Instalaciones/LaTex/latex.html
http://rinconmatematico.com/instructivolatex/formulas.htm

	Ejercicios teóricos
	Valores y vectores propios
	Transformaciones lineales en espacios con producto interno
	Transformación adjunta y matriz adjunta
	Operadores y matrices autoadjuntos
	Transformaciones y matrices normales


	Sucesiones recurrentes 
	Matrices de Toeplitz
	Determinante de una matriz de Toeplitz tridiagonal
	Raíces bold0mu mumu nn=0000E1lgenra linealnnnn-ésimas de la unidad

	Valores propios de una matriz de Toeplitz tridiagonal

	Tareas individuales
	Lenguaje de programación Python
	Programas del lenguaje Python


